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PRZEDMOWA

Ksigzka niniejsza pt. Rachunek prawdopodobieristwa i statystyka matematyczna w za-
daniach sklada si¢ z dwoch czesci: Rachunek prawdopodobieristwa oraz Statystyka matema-
tyczna. Zostala opracowana przez zespot pigeiu autoréw na wzor ksiazki: W. Krysicki,
L. Wiodarski, Analiza matematyczna w zadaniach.

Kazdy paragraf rozpoczyna si¢ od przytoczenia teorii, podstawowych pojeé 1 twierdzen,
po c¢zym nast¢gpuje odpowiednia liczba zadan rozwiazanych calkowicie, o wzrastajacej
skali trudnosci, badZ tez o réZnych zastosowaniach przytoczonych uprzednio poje¢. Na
zakonczenie kazdego rozdzialu wystgpuje pewna liczba zadai do samodzielnego rozwia-
zania, z odpowiedziami i szczegélowymi wskazowkami przy trudniejszych zadaniach,

Oprocz tradycyjnego materiatu, ktéry mozna znalezé w ksigzkach autoréw polskich
z probabilistyki, autorzy niniejszego opracowania zamiescili kilka nowych tematéw: wy-
znaczanie obszaru ufnosci dla obu parametréw rozkiadu normalnego, dwa nowe testy,
w tym jeden wykorzystujacy pelniejsza informacj¢ z proby, odnoszace si¢ do rozktadu nor-
malnego, nowsze podejscie do tak znanych testow jak chi-kwadrat, Kolmogorowa i poréw-
nanie ich oraz laczny obszar ufnosci dla obu wspdlczynnikéw liniowego réwnania
regresji.

Ksigzka jest przeznaczona przede wszystkim dla shuchaczy studiéw technicznych, choé
moga z niej korzystaé réwniez stuchacze innych kierunkow oraz pracownicy licznych insty-
tutow 1 wszyscy ci, ktérzy stosuja metody probabilistyczne w zastosowaniach. Poza teoria
wspolng dla wszystkich Czytelnikéw, tematyka wielu zadan nie dotyczy wylgcznie techniki.

Autorzy






[DARZENIA I.IJSUWE

s

1.1. ZDARZENIA LOSOWE

1.1.1. Doswiadczenia losowe. Rachunek prawdopodobieristwa (méwimy rowniez pro-
babilistyka od lacinskiego stowa probabilitis ommaczajacego prawdopodobny) zajmuje si¢
badaniem praw rzadzacych zdarzeniami losowymi. W jego aksjomatycznym ujeciu poje-
ciami pierwotnymi sg: zdarzenia elementarne w i przestrzen zdarzen elementarnych
zwigzane z doswiadczeniem losowym D.

Doswiadczenie losowe to realizacja (rzeczywista badz tylko myslowa) okreslonego zespo-
tu warunkéw, wraz z géry okreslonym zbiorem wynikéw. Poszczeg6lne wyniki w doswiad-
czenia losowego (krocej: doswiadczenia) traktujemy jako zdarzenia elementarne, a zbior
wszystkich zdarzen elementarnych jako przestrzer zdarzer elementarnych. MoZe ona byé
zbiorem skonczonym, przeliczalnym albo nieprzeliczalnym (zadanie 1.1).

1.1.2. Przestrzen zdarzen elementarnych i o-cialo zdarzen. W zagadnieniach prak-
tycznych najczesciej interesujace sa nie pojedyncze zdarzenia elementarne rozpatrywanego
doswiadczenia D, lecz ich zbiory, czyli podzbiory przestrzeni Q. Kazdy taki podzbidr,
gdy przestrzen 2 jest skoniczona albo przeliczalna, nazywamy zdarzeniem losowym (zwia-
zanym z rozpatrywanym do$wiadczeniem D).

Gdy przestrzen Q jest nieprzeliczalna, wtedy z rdéZnych wzgleddw nie kazdy iej podzbidr
przyjmuje si¢ jako zdarzenielosowe. Sposrod wszystkich jej podzbioréw wyrdznia si¢ pewna
klase (*) & podzbiordéw, zwang o-cialem zdarzen, i tylko elementy tej klasy nazywamy zda-
rzeniami losowymi.

Przeliczalnie addytywnym cialem zdarzeh (lub o-cialem zdarzer) przestrzeni zdarzen
elementarnych nazywamy niepusta klas¢ 2 jej podzbioréw spelniajaca nast¢pujace wa-
runki (aksjomaty o-ciala):

Al. Cala przestrzer zdarzenr elementarnych naleiy do tej klasy:

Qe Z.

(1) Klasa (albo rodzina) nazywamy zbidr zbioréow, a wiec zbior, ktorego elementami sa zbiory.

(25174 4



8 1. Zdarzenia losowe i prawdopodobiefistwo

A2. Dopelnienie A’ (czyli zbiér Q\A) dowolnego zbioru A nalezqcego do klasy Z jest ele-
mentem tej klasy, czyli
AeZX =A'eZ.

A3. Suma co najwyzej przeliczalnej (czyli skoriczonej albo przeliczalnej) liczby zbioréw
nalezqcych do klasy & rowniez nalezy do tej klasy:

AeZ,. . A eZ,. .4, v..u4,u..)eZ.

a) b) c)
7

77 7
LAB
7

Rys. 1.1. Tlustracja graficzna dziatan na zdarzeniach

Kazdy zbior nalezacy do przeliczalnie addytywnego ciata & nazywamy zdarzeniem lo-
sowym (krocej: zdarzeniem). Zgodnie z aksjomatami Al i A2 zdarzeniami losowymi
sa m. in.: cala przestrzent zdarzen elementarnych © i dopetnienie A’ zdarzenia 4. Pierwsze
z nich, czyli Q nazywamy zdarzeniem pewnym (rys. 1.1a), drugie, czyli A’ — zdarzeniem
przeciwnym do A (rys. 1.1e). Zdarzeniem jest réwniez zbidr pusty @ — nazywamy go zda-
rzeniem niemoZzZliwym,

1.1.3. Okreslenie dzialan na zdarzeniach w jezyku zbioréw. Na zdarzeniach wykonuje
a

nalggin7ne dzialania iak na zbiorach

wEAAY MLLGIGLLAG AN LG Luvivadlaa,

Koniunkcjq (iloczynem) dwoch zdarzen A, B € & nazywamy zdarzenie 4 N B (oznaczone
takze krocej: AB), skladajace si¢ z tych wszystkich zdarzeri elementarnych, ktére nalezg
zaréwno do zdarzenia A jak i do zdarzenia B (rys. 1.1b).

Analogicznie okreslamy koniunkcj¢ co najwyzej przeliczalnej liczby zdarzeh. Niech
mianowicie T oznacza dowolny skonczony albo przeliczalny podzbiér zbioru liczb natu-
ralnych. Przyporzadkujmy kazdej liczbie ¢ € T zdarzenie A4, € &. Koniunkcjq (iloczynem)
zdarzen A,, t € T (jest ich skonczenie albo przeliczalnie wiele, stosownie do tego, czy zbiér T
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jest skoficzony czy przeliczalny) nazywamy zdarzenie () A,, skladajace si¢ ze wszystkich
teT

zdarzen elementarnych w, ktore naleza do kazdego ze zdarzen A,.
ATt omzn etases {orsmranY o dwpumazh A4 D ~ . - D olLladainns oin =
fl.ut:rnul.yl’vlt \.)u"u.U ZQArZern £1, D € o& llClLy Wdilly ZA4arzenic J‘.l J 2, bnlaua_]quc blg c Zaa-
rzen elementarnych w, ktore naleza co najmniej do jednego ze zdarzen A, B (rys. 1.1c).
Alternatywq co najwyzej przeliczalnej liczby zdarzen A, € &, te T, nazywamy zdarzenie

[ 4., sktadajace sig z tych wszystkich zdarzen elementarnych w, ktére naleza co najmniej
teT

do jednego ze zdarzen A,,te T.

Rézinicq A\B (oznaczang rowniez przez A— B) zdarzen A, B e Z nazywamy zdarzenie
skladajace si¢ z tych zdarzen elementarnych w, ktére naleza do zdarzenia A4, lecz nie nalezg
do zdarzenia B (rys. 1.1d). W szczegdlnosci roznica £\ 4 jest zdarzeniem przeciwnym do zda-
rzenia A, czyli Q\A=A4".

Méwimy, ze zdarzenie A pocigga zdarzenie B (albo, ze zdarzenie B jest nastepstwem
zdarzenia A), co zapisujemy A< B, jesli kazde zdarzenie elementarne w nalezace do zda-
rzenia A — rowniez nalezy do zdarzenia B (rys. L.1f).

Jesli AcB1 Bc A, to mowimy, Ze zdarzenie A i B sa rowne i zapisujemy 4= B.

Mowimy, ze zdarzenia A, B € & wykluczajq sie (albo: wylqczajq sig), jesli nie majg wspol-
nych zdarzen elementarnych, tj. gdy ich koniunkcja jest zdarzeniem niemozliwym: AB=(.

Mowimy, ze zdarzenia A,, ..., 4,, ... wykluczajq sie parami, jesli kazde dwa sposrod
nich wykluczajg si¢, czyli 4,4;=6, gdy i#j.

Mowimy, Ze rodzina {4,, t € T} zdarzen A, ¢ & jest podzialem przestrzeni zdarzen ele-
mentarnych Q, jezeli zdarzenia A4, spelniaja nastgpujace warunki: 1° zdarzenia 4, wyklu-
czaja si¢ parami, czyli A4, A,,=9, gdy t; #¢,, 2°ich alternatywa jest zdarzeniem pewnym,

czyli {) A,=Q. Na przyklad podzialem przestrzeni zdarzen elementarnych jest rodzina
teT

{d4, A’} ztozona z dowolnego zdarzenia A i zdarzenia do nie

1.1.4. Okreslenie dzialann na zdarzeniach w jezyku potocznym. Okreslone zdarzenie 4
zachodzi (rpallzum sie, pojawia si¢) wtedy i tylko wtedy, gdy zacho dzi dokladnie 1ednn ze

Y Y SRS WAL Yy =S A WLl LRI ARA%

zdarzen elementarnych nalezacych do tego zdarzenia. Stwierdzenie to umozliwia sformuto-
wanie podanych tu okreslen przy uZyciu zwrotu ,,zdarzenie zachodzi”. Okreslenia te ulatwia-
ja tlumaczenie zagadnient spotykanych w praktyce na jezyk zdarzen.

Koniunkcja dowolnej liczby zdarzen jest to zdarzenie polegajace na zajSciu wszyst-
kich tych zdarzen.

Alternatywa dowolnej liczby zdarzen jest to zdarzenie polegajace na zajsciu co najmniej
jednego z tych zdarzen.

Réznica A\B zdarzef A, B jest to zdarzenie polegajace na zajéciu zdarzenia A i niezajéciu
zdarzenia B.

Méwimy, ze dwa zdarzenia sa réwne, jesli dowolne z nich zachodzi wtedy i tylko wtedy,
gdy zachodzi drugie.

Méwimy, ze zdarzenie A pocigga zdarzenie B wtedy i tylko wtedy, gdy z zajécia zdarze-
nia A wynika zajscie zdarzenia B.

Mowimy, Zze dwa zdarzema wykluczajq Si

oy

wtedy i tylko wtedy, gdy zajscie dowolnego
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1.1.5. Interpretacja dzialan na zdarzeniach. Przestrzen Q zdarzen elementarnych czgsto
bedziemy interpretowali jako prostokat na plaszczyznie (rys. 1.1a), punkty za$ tego prosto-
kata — wszystkie albo tylko zaznaczone — jako zdarzenia elementarne. Gdy wszystkie
punkty prostokata interpretujemy jako zdarzenia elementarne, wtedy zajicie zdarzenia ele-
mentarnego moZemy traktowaé jako rezultat losowo rzuconego punktu na ten prostokat,

Niech 4 oznacza zdarzenie, Ze punkt znajdzie sic w obszarze 4, B — w obszarze B.
Wowczas zakreskowane na rysunku 1.1 obszary oznaczaja odpowiednio zdarzenie: AB,
AU B, A\B, 4’; ostatni rysunek ilustruje nastgpstwo zdarzeri: 4 < B.

1.1.6. Wlasnosci dzialah na zdarzeniach. Dzialania na zdarzeniach podlegaja nastepu-
jacym prawom (analogicznym do praw rachunku zbioréw):

AB=BA — przemienno$¢ koniunkcji zdarzen,
AuB=BUA — przemienno$¢ alternatywy zdarzen,

A(BC)=(AB)C — lqczno$é koniunkcji zdarzen,

A(BUC)=ABU A
A( ) 4)= ) (44)

} — rozdzielno$¢ koniunkcji zdarzer wzgledem alternatywy zda-
teT teT

rzen,
Av(BCYy=(AuB)(Au ()

Au( N 4)= () (Au4)

— rozdzielno$¢ alternatywy zdarzen wzgledem koniunkcji zda-

teT teT rzem,
(AB))=4A'uB’ |
( n At)’= U A;
teT teT
(AUBY =A'B’  — prawa De Morgana.
A) = A;
(Y 4r= ()4

Prawa De Morgana wyraZaja tzw. zasade dwoistosci w odniesieniu do zdarzer: 1° zdarze-
nie przeciwne do koniunkcji zdarzeri jest alternatywa zdarzen do nich przeciwnych i 2°
zdarzenie przeciwne do alternatywy zdarzef jest koniunkcjg zdarzesi do nich przeciwnych.

1.1.7. Zadania rozwigzane.

ZADANEE 1.1. Poda¢ przyklad do$wiadczenia losowego dajacego opisaé sie za pomoca
przestrzeni zdarzen elementarnych Q, ktéra jest: a) skoficzona, b) przeliczalna, c) nieprze-
liczalna.
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Rozwigzanie. a) Zbior Q={w,, w,, w3, W4, W5, W}, gdzie w,=i, i=1,..., 6, moZna
uwazaé za przestrzen zdarzen elementarnych do$wiadczenia polegajacego na rzucie kostka
szeécienng i obserwacji liczby oczek wyrzuconych na gornej $ciance. Jest to oczywiscie
przestrzenn skonczona.

b) Niech D; oznacza wylosowanie, za i-tym razem, z partii towaru sztuki dobrej, W, —
sztuki wadliwej, przy zatoZeniu, Zze po kazdym losowaniu dokonujemy zwrotu wylosowanej
sztuki. Losowanie powtarzamy a% do uzyskania sztuki dobrej. Za zdarzenia elementarne
@, przyjmujemy n-wyrazowe ciagi symboli W, D, postaci w,=(W;, W,,..., W,_4,
D,). Poniewaz n moze tu przyjmowaé¢ dowolne wartoéci naturalne, n € N, ktérych jest prze-
liczalnie wiele, wiec przestrzefi zdarzen elementarnych Q={w,, ..., @,, ...} rozwazanego
doswiadczenia jest przeliczaina.

c¢) Ni¢ o dlugosci / poddajemy naprezeniu, az do jej zerwania, i obserwujemy odcicta
w punkcie, w ktorym ni¢ ulegla zerwaniu (punkt zamocowania nici przyjmujemy za po-
czatek osi liczbowej o zwrocie zgodnym ze zwrotem rozciagania). Za przestrzef zdarzen
elementarnych 2 przyjmujemy tu przedzial liczbowy (0, 4/+1), gdzie Al jest moZliwym
maksymalnym wydiuZzeniem nitki. Przestrzen ta jest nieprzeliczalna (jej elementéw nie
daje si¢ ponumerowac liczbami naturalnymi).

A s N -, T P Py S,

LAIJAN[E 1 L INIECL przcbl.ucn LJ LUd.ILCLl UIC 1€n ybﬂ. U.Uledu.bzenld- bKId(ld blg
z pigciu zdarzen elementarnych w;: Q={w;,w,, @3, @4, @s}. Okreslamy zdarzenia:
A={w;, w3, ws}, B={w,, w3, w,} (rys. 1.2). Znaleié zdarzenia: A U B, AB, A\B, B\A.

Rozwigzanie. Korzystamy kolejno z okreslenia alternatywy, koniunkcji, réznicy
dwu zdarzen i otrzymujemy:

AvB={w;,w;, w5}V {w,;, w;, wg}={w;, 0;, w3, 0y, 0s5}=9,
AB={w,, w;, ws} n{m;, w3, 0} ={w;},
B\A={w,, w;, o\ oy, w3, s} ={w,, 0.},
A\B={w,, w3, 0s}\{w;, s, 0} ={w,, ws}.

ZADANIE 1.3, Rysunek 1.3 przedstawia schemat fragmentu sieci elektrycznej. Interesuje
nas ciagly przeptyw pradu przez ten fragment w odcinku czasu ¢. Niech 4, i=1, 2, 3, ozna-
cza zdarzenie ,,element a; bedzie sprawny w czasie t”. Za pomoca dzialan na zdarzeniach A,

.
"‘}')'“"R zdarzenie A: o ¥V odcinku czasu ¢ lul..\.rl.u_yw quuu nie u.u:suu.« PrZETN waniu’’,
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a;

a A Rys. 1.3. Do zadania 1.3

Qs

Rozwigzanie. Przeplyw pradu nie ulegnie przerwaniu wtedy i tylko wtedy, gdy nie
ulegnie uszkodzeniu element a; i nie ulegnie uszkodzeniu co najmniej jeden z elementéw
a,, a;. To samo stwierdzenie wypowiedziane za pomoca zdarzen A oraz 4, brzmi: zdarzenie
A zajdzie wtedy i tylko wtedy, gdy zajdzie zdarzenie A, i zajdzie co najmniej jedno ze zda-
rzef A;, A;. Przy tym zajécie co najmniej jednego ze zdarzen A4, , A, oznacza zajécie alter-

natywy A, u A;. Zatem o T i
A=A4,(4,0 4;) (1)
lub, po zastosowaniu prawa rozdzielnosci koniunkcji zdarzedi wzgledem alternatywy,
A=A A, VA A;. 2)

Proponujemy Czytelnikowi uzyskanie réwnosci (2) bezposrednio, tj. bez powolywania sie
na rownosé (1).

ZADANIE 1.4, Praca mechanika polega na zabezpieczeniu technicznej sprawnosci trzech
maszyn My, M,, M; w ciaggu odcinka czasu. W czasie tym kazda z maszyn pracuje nie-
zawodnie albo wymaga interwencji mechanika. Niech 4;, j=1, 2, 3, oznacza zdarzenie:
maszyna M; wymaga interwencji mechanika.

a) Okresli¢ przestrzen zdarzen elementarnych.

b) Za pomoca zdarzei elementarnych opisaé zdarzenia A;, 4], A,, A5, As, A}.

c) Za pomoca dzialai n,u, ’, wykonanych na zdarzeniach 4, opisa¢ zdarzenia B;,
jesli oznaczamy:

p — '7'316{‘1.9 wre
Ll AuJJVJV Y.

B, — niezajscie zadnego ze zdarze
B, — zajscie tylko zdarzenia A,,
B, — zajscie tylko jednego spos$réd zdarzen A4,, A,, A,
Bs — zajScie co najmniej Jednego ze zdarzen A,, A,, A5,

B\
W R
&

P T T I" 11"*’\

-BG — ZajsCic tYIKO zdarzen A A i az,

B, — zajscie dokladnie dwdch zdarzen spos$rdd zdarzen A4, 4,, As,

By — zajscie co najmniej dwoch zdarzen sposrod zdarzed A,, A,, A,,

B, — zajScie co najwyzej jednego zdarzenia sposrdd zdarzen A4, A4,, A,.

d) Opisa¢ okreslone wyzej zdarzenia B; za pomocg zdarzefi elementarnych.

e) Znalez¢ liczbg n(Z) wszystkich zdarzen w tym doswiadczeniu.

Rozwigzanie. a) W roli zdarzen elementarnych mozna przyjaé trzywyrazowe ciagi

zer 1 jedynek: w=(,, i,, i), gdzie

P 0, gdy j-ta maszyna nie wymaga interwencji, j=1,2, 3,
11, gdy j-ta maszyna wymaga interwencji.
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Na przyklad zdarzenie elementarne (0, 1, 0) oznacza: tylko maszyna M, wymaga interwen-
cji mechanika. Przestrzenig zdarzen elementarnych jest tu wige zbiér 8 (bo 23 =8) trzywy-
razowych ciagdw zer i jedynek:

Q={(1’ 1, 1)’(19 1’0)’(1’0’ 1)’(0’ 1’ 1)7(1’0’0)’(07 1’0),(0’0’ 1)’(030’0)}'

Wypisanie w systematyczny sposob wszystkich zdarzen elementarnych ulatwia rysunek

(tzw. graf) 1.4.
/ " \
(0]
/ \/ / \(0’”

(1,1,1) {(1,1,0) (1,00 (1,0,0) {0,0,1) {0,0,0) (011 {0,1,0)

Rys. 1.4. Do zadania 1.4

b) Zdarzeniami elementarnymi sprzyjajacymi zdarzeniu 4; sa te zdarzenia elementarne,

;J tc "’“'&51 trzywyrazowe, w ktux._yvu._; -1y Wyraz J\.«ol, Juuuuaulq, LJ—}. D}at"gﬁ

A1={(1: 1’ 1):(1, 130):(1)0, 1)’(1’0:0)}’
A2={(131:1)’(1:1’0)5(0:191)s(0a 1;0)}9
={(1,1,1),(1,0,1),(0,1,1),(0,0, )}.

Zdarzenie A; sklada sig, zgodnie z definicja, z wszystkich zdarzen elementarnych, ktére nie
naleza do zdarzenia A4;. Zatem

S 4 Leliss Ao aaa

A7={(0,1,1),(0,1,0),(0,0,1),(0,0,0)},
4,={1,0,1),(1,0,0),(0,0,1),(0,0,0)},
4;={(1,1,0),(1,0,0),(0,1,0),(0,0,0)}.

c) Bezposrednio z definicji alternatywy i koniunkcji zdarzeri oraz definicji zdarzenia
przeciwnego, otrzymujemy:

B,=A,A,A;, B,=A1A3A,, B;=A4,4;

By=A A A3 UA A, AU A A Ay, Bs=A,UA,UA,,
Bs=A A, Ay, B,=A A, A UA A, A, WA A, A4,
Bg=A; A, WA A3 U A, A,
Bg=AjAA;UA A, A5 U
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- d) Korzystajac z b) i ¢), definicji koniunkg;ji i alternatywy zdarzen oraz z definicji zda-
rzenia przeciwnego, otrzymujemy:

B,={(1,1,1)}, B,={(0,0,0)}, B;={(1,0,0)};
B,={(1,0,0),(0,1,0),(0,0, 1)},
Bs={(1,1,1),(1,1,0),(1,0,1),(0,1,1),(1,0,0),(0,1,0), (0,0, 1)},
Bg={(1,1,0)}, B;={(1,1,0),(1,0,1),(0,1,1)},
Bg={(1,1,1),(1,1,0),(1,0,1),(0,1, 1)},
B,={(0,0,0),(1,0,0),(0,1,0),(0,0, 1)}.

e) Niech n(A) oznacza liczbe elementéw zbioru 4. Jak wiadomo liczba wszystkich
podzbioréw n-elementowego zbioru A wynosi2". Przestrzen € jest skoficzona, n(Q2)=8,
dlatego kazdy jej podzbidr mozZna przyjaé za zdarzenie. Poniewaz n(£2) =8, wigc liczba n (%)
wszystkich zdarzen tworzacych klase 2 wynosi 28, czyli

n(%)=28=256.
ZADANIE 1.5. Zdarzenia E, , E, sa opisane za pomocg danych zdarzen 4, B, C rownoscia-
-\ ™ £ 4. YN\ AT, ML 4. T -\ T F Yo S . V. B
a) E;=(AUD)AUDB)(AuDb), Db) E,=AUACUBCUA
Uprosci¢ prawe strony tych réwnosci.
Rozwiazanie. a) Wykorzystujac wlasnosci dziatan na zdarzeniach, otrzymujemy
E,=(AA" WUABUBA'UBB)(AuU B).

Ale
AA'=@, BB=B, ABUBA'=(AUA’)B=QB=B.

Diatego
E,=(BUB)(AuB)=B(AUB)=BAUBB'=ABuUJ=AB.

Tak wigc, otrzymujemy E; = AB. Proponujemy Czytelnikowi rozpocza¢ upraszczanie pra-
wej strony réwnosci a) od przeksztalcenia iloczynu (4’ U B) (4 u B).

b) Poniewaz
AUAC=A (gdyz ACcA),

A=AUAB (dlaczego ?),
ABUA'B=B (p. wyzej),

BCuUB=B (dlaczego ),
wiec
E,=AUABUBCUA'B=Au BCuU(ABw A'B)=Au BCu B=

=AU (BCuB)=4uUB,
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ZADANIE 1.6. Wykazaé, Ze:
a) (B\A)wA=AuB, b) (B\A)uA=B< AcB.

a) b)
A A
- e e e // A B
Kys. 1.0, 120 zadania 1.0 \\\\\\
B\A
7
Q 8 Q B

Rozwigzanie. a) Lewa strong¢ rownosci ilustruje rysunek 1.5a, prawa rysunek 1.5b.
Spelnienie tej rownosci jest wiec widoczne. Przytoczymy jednak jej formalny dow6d. Dowéd

r_ r_* r_

réownosci zdarzen przebiega tak jak rownosci zbiorow (bo zdarzenia, to przeciez zbiory)
zgodnie z definicja réwnosci zdarzen. Mianowicie nalezy wykazaé, 2e (o, jak zwykle, ozna-
cza zdarzenie elementarne):

1° we((B\A)vA)=>we(AUB),
czyli zachodzenie inkluzji ((B\d) U A)=(4 U B) oraz

2° we(AUB)=we((B\4)V 4),
czyli zachodzenie inkluzji (4 U B)c((B\4) U A4).

Dowéd obydwu implikacii 1° 1 2° przeprowadzimy jednoczeénie:

we((B\4)u 4)
¢
(weBAw¢A)vweA
¢

(weBvweA)A(weA vwed)

¢
(we(AUB)) MweR

¢
we(AUB).

Zauwazmy, ¢ z udowodnionej réwnosci wynika, iz zbiér dwu zdarzed {B\4, 4}
stanowi podzial zdarzenia 4 U B.
b) Wystepujaca tu rownosé, wobec udowodnionej juz réwnodci a), jest rOwnowazna
nastepujacej: '
AuB=B,

Ale ta rownosé jest mozliwa wtedy i tylko wtedy, gdy A< B. Réwnowaznosé¢ jest wigc

udowadnionsa.

AR VY waeeaaLTR20



16 1. Zdarzenia losowe i prawdopodobiefistwo

W zwiazku z prawami dzialan na zdarzeniach (str. 10) i przyktadami 1.5 i 1.6 nasuwa
si¢ nastgpujgca uwaga. Aby pomnozy¢ zdarzenie przez sume zdarzen wystarczy to zda-
rzenie pomnozy¢ przez kazdy skladnik sumy i doda¢ tak otrzymane iloczyny. Podobnie
przy mnozeniu sumy zdarzen przez sume zdarzefi wystarczy kazdy skladnik jednej sumy
pomnozy¢ przez kazdy skladnik drugiej sumy 1 dodac¢ tak otrzymane iloczyny. Obserwu-
jemy tu pewna analogi¢ z dzialaniami w arytmetyce. Podkreslamy jednak, Ze analogia
ta nie jest petna. Swiadczy o tym, miedzy innymi, zadanie 1.6a, gdzie wydawaloby sie,
Ze zawsze powinno by¢ (B\A) u A=B. O tylko czgéciowej analogii $wiadczg réwniez
rownosci: AA=A, A u A=A. Poza tym, z tych réwnosci wynika, Ze operujgc zdarze-
niami, nie ma potrzeby uZzywania ani wykladnikéw poteg, ani wspolczynnikéw.

1.2 PRAWDOPODOBIENSTWO. ELEMENTARNE TWIERDZENIA

1.2.1. Aksjomatyczna definicja prawdopodobienistwa. Nizsch (2 bedzie przestrzenia zdarzen
elementarnych doswiadczenia losowego D, & — jego zbiorem zdarzen losowych. Praw-
dopodobieristwem nazywamy funkcje P przyporzadkowujaca kazdemu zdarzeniu 4 e 2
liczbe P(A) zgodnie z nast¢gpujacymi warunkami:

Pl. P(A)=0 dla kaidego zdarzenia A € &,

P2. P(2)=1,
P3. jezeli A,, ..., A,, ... jest dowolnym ciqgiem parami rozigcznych zdarzen ze zbioru
Z, to

P(A;U...UA,U..)=P(A)+...+P(4)+... (1.2.1)

Warto$¢ prawdopodobienistwa dla danego zdarzenia 4 € &, czyli liczbg P(A) nazy-

wnmwiy nemudnnadnhisviotvnnme sdavoania A Dadana Anfivinia waensy PR PR TS g Ran.

wamy prawdopoaovienstwem zaarzenia A. roaana tu aefinicja yxa'w’uupuuuuwubt'w'a _]Cbl.
definicja aksjomatyczng. Sformulowatl jg w 1931 r. radziecki matematyk A. N. Kolmo-
gorow. Warunki P1, P2, P3 nazywamy aksjomatami prawdopodobierstwa. Aksjomat
P2 nazywamy aksjomatem unormowania, P3 — aksjomatem przeliczalnej addytywnosci.

Aksjomatyczna definicja prawdopodobienistwa nie okresla prawdopodobienstw posz-
czegolnych zdarzen ze zbioru zdarzen 2 — formuluje tylko warunki, jakie te prawdo-
podobiefistwa muszg spetniaé, o jakie musi zadba¢ badacz, okreslajacy prawdopodobieni-
stwa zdarzen w konkretnym doswiadczeniu.

1.2.2. Elementarne wlasnosci prawdopodobienstwa. Z definicji prawdopodobienistwa

y P .4 1id g [N Sy PO S-S R,

i wiasnosci dziatani na zdarzeniach 3 yuu&a_jq ud,btgpu_jqce, elementiarne wiasnosci prawao-
podobienstwa:
1° Prawdopodobienstwo zdarzenia niemoZliwego réwna sie zeru:

P(®)=0. (1.2.2)

2° Jezeli zdarzenie A pociqga zdarzenie B, Ac B, to

P(A)<P(B). (1.2.3)
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3° Prawdopodobieristwo dowolnego zdarzenia jest nie wigksze od jednosci:
P(A)<1, A — dowolne. (1.2.4)
4° Jezeli zdarzenie A pociqga zdarzenie B, A< B, to
P(B\A)=P(B)—P(4). (1.2.5)
5¢ Jezeli zdarzenia Ay, ..., A, sq rozigczne parami, to
P(Aju...uA,)=P(A)+...+P(4,). (1.2.6)
6° Suma prawdopodobieristw zdarzen przeciwnych réwna sig jednosci:
P(A)+P(A)=1. (1.2.7)

7° Prawdopodobieristwo alternatywy dwéch dowolnych zdarzen (czyli prawdopodobieri-
Stwo zajscia co najmniej jednego z tych zdarzen) jest réwne sumie prawdopodobieristw tych
zdarzen zmniejszonej o prawdopodobieristwo ich koniunkcji, czyli

P(4u B)=P(A4)+P(B)—P(AB). (1.2.8)

8° Jezeli przestrzen zdarzen elementarnych Q jest co najwyzej przeliczaina i przy tym
sq okreslone prawdopodobienstwa p, poszczegdlnych zdarzen jednoelementowych {co,},
czyli

=P({wi}), pi=0,
p1+...+p,=1, gdy przestrzen Q jest skonczona,

pit...+p,+...=1, gdy przestrzeii Q jest przeliczalna,

to prawdopodobienstwo zdarzenia A, ktdremu sprzyiaia zdarzenia elementarne o, w;
P D , przyjaja enia elementarne @,,, ..., ®;,,
Jest dane réwnosciq:
P(AY=p, & ...+ n. (1.2.09)
(A)=p; 4 F Dy (1.2.9)

9° (Klasyczna definicja prawdopodobiefstwa). Jezeli:
a) przestrzenn Q sklada si¢ z n zdarzen elementarnych, czyli n(Q)=n,
b) zdarzenia jednoelementowe {,} sq jednakowo prawdopodobne, a wigc

P({on)=P({w:))=...=P(for}) =

o prawdopodobiensiwo dowolnego zdarzenia A skiadajgcego sie z k zdarzen elemeniarnych,
n(A)=k, wyraza sie¢ réwnosciq

b

PA)=—"="= . (1.2.10)

n(Q) n liczba wszystkich zdarzen elementarnych przestrzeni

W dawniejszym uj¢ciu wzor (1.2.10) stanowit definicje prawdopodobienstwa zdarzenia
i dlatego dla ostatniej wlasnosci pozostawilismy nazwe ,klasyczna definicja prawdopo-
dobienstwa” mimo, ze w aksjomatycznym ujeciu wlasnosé ta jest twierdzeniem.

—————————— & bt A

2 Rachunek prawdopodobienstwa



18 1. Zdarzenia losowe i prawdopodobienstwo

1.2.3. Przestrzen probabilistyczna. Do tej pory z dowolnym doswiadczeniem losowym
D zwigzalisSmy trzy nastgpujgce pojecia: przestrzen zdarzen elementarnych £, zbiér zdarzen
Z i prawdopodobienstwo P (okreslone na zdarzeniach nalezacych do Z). Te¢ trojke (R,
Z, P) nazywamy przesirzeniq probabilistyczng (doswiadczenia losowego D). Przestrzen
probabilistyczna danego doswiadczenia losowego stanowi matematyczny opis tego dos-
wiadczenia. Wigkszo$¢ zadan w rachunku prawdopodobienstwa polega na obliczaniu
prawdopodobienstw P(A4) tylko dla niektérych zdarzen 4 ze zbioru #.

1.2.4. Zadania rozwiazane.

ZADANIE 1.7. Zbudowal przestrzefi probabilistyczng doswiadczenia z przykladu 1.4
zakladajac, ze wszystkie okres$ione tam zdarzenia jednoelementowe sa jednakowo prawdo-
podobne.

Rozwiazanie. Jako zdarzenia elementarne w przyjmujemy trzywyrazowe ciagi
zer i jedynek: w=(i;, i,, i3), gdzie i;=1 albo 0 stosownie do tego, czy j-ta, j=1, 2, 3, ma-
szyna wymagala interwencji mechanika, czy pracowala bezawaryjnie. W konsekwencji
otrzymujemy nastgpujaca przestrzen zdarzen elementarnych:

Q={1,1,1,(1,1,0),(1,0,1),(0,1,1),(1,0,0),(0,1,0),(0, 0, 1), (0, 0, 0)}.
)

Jest to pierwszy element budowanej przestrzeni probabilistycznej (22, Z, P).

Z kolei znajdujemy zbior zdarzen Z'. Poniewaz jest to skofczona przestrzen zdarzen
elementarnych, wi¢c zdarzeniami, czyli elementami zbioru £, sa tu wszystkie podzbiory
przestrzeni Q.

Jest ich 256 (bo 2%=256):

jedno zdarzenie niemozliwe A; =0,

8 zdarzen jednoelementowych

Ay={w;}, As={w2}, .., Ao={ws},

28 (tj. (g)) zdarzen dwuelementowych
Ago={0w1, w2}, Anp={o, 03}, .., A43;={w;, 0,
56 ( tj. ( fﬂ zdarzen tréjelementowych
\ V)
Asg={wy,®;, w3}, ..., Ag3={ws,w;,ws},
70 (tj. (3)) zdarzenh czteroelementowych
A94={w1’w2’w3’w4}3 ) A153={w5,w6,a)-,,co8},
56 (tj. (g)) zdarzen pigcioelementowych

A164={w1a W3, W3, Wy, 605}, tesy A219"—"'{604’ Ws, Wg, W7, a’s}:
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28 (tj. (2)) zdarzen szescioelementowych

P |
J

Azzoz{wl,wz,w:a,w‘;,ws,wG . ceey Asz47
. (8 ;. .
8 (t_]. (7) zdarzen siedmioelementowych

Az =10, 0, W3, Wy, W5, Vs, @75 s Azss={w;, 03, 04, ws, w4, @, wg}
oraz jedno zdarzenie osmioelementowe, czyli
Azse=1{0y, 02, W3, W4, Vs, Wg,-07, Wg}=4.
Szukanym zbiorem zdarzen jest wigc zbior & postaci
F={A1, A5, ..., Ass6}- )

Pozostaje okresli¢ trzeci element przestrzeni probabilistycznej, czyli prawdopodobies-
stwo P. Postuzmy si¢ przy tym wiasnoscia (1.2.9) prawdopodobienstwa i wykorzystamy
zaloZenie, Zze zdarzenia jednoelementowe sa jednakowo prawdopodobne:

P({,})=P({w3})=...=P({wg})=1.

0

Mamy zatem:
P(A4))=P(0)=0, P(4:5)=P(2)=1,

P(4;)=...=P(45)=j5,

P(A10)=...=P(A3.,)=-§+-;_=%,
P(A38)=...=P(A93)=%+%+%=%, o
P(A94)="'=P(A163)=1+%+%+%=§,
P(Aiga)=-. —P(Azw)—g
P(Azz0)=...=P(4y47)=%,
P(Az48)=". —P(Azss)—l

Tak wiec budowana przestrzenia probabilistyczng rozpatrywanego doswiadczenia
jact (O ¥ P) nrlmp plpmpnfv Q% P sa dane ndnnwmdn1n nrzez (1\ N (2

Ja \Bay ooy L J, SULIC CICINLL I og WG DU POWILLILO Pt X4Jy &)y \ D).
A\ konkretnych zagadmemach praktycznych, ]ak juz wspominaliémy, nie ma potrzeby
wyznaczania prawdopodobietistw wszystkich zdarzed tworzacych zbiér & — zwykle

interesuja nas prawdopodobienstwa P(A4) tylko niektérych zdarzen.

ZADANIE 1.8. Dla danych z przykiadu 1.7 znalez¢ prawdopodobienistwa tego, ze:

a) wszystkie 3 maszyny be¢da wymagaly interwencji mechanika (zdarzenie A),

b) dokladnie 2 maszyny beda wymagaly interwencji mechanika (zdarzenie B).

Rozwigzanie. a) Szukane prawdopodobieistwo jest po prostu prawdopodobienistwem
zdarzenia jednoelementowego {w;}={(1, 1, 1)}

P(4)=P({w,})=3.

A 7
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b) Jest to prawdopodobienstwo zdarzenia trojelementowego
P(B)=P({(I ? 1’ 0) * (1 H 09 1), (0’ 1 ’ 1)})=%‘

Jest to jedno z prawdopodobienstw zdarzef danych réwnosciami (3) z poprzedniego
przyktadu.

ZADANIE 1.9. Osoba X wykonuje pewng pracg w ciagu 4, 5 albo 6 godzin i moze po-
pelni¢ przy tym 0, 1 albo 2 blgdy. Zakladajac jednakowe prawdopodobienstwo dla kazdego
z 9 zdarzen jednoclementowych, znalezé prawdopodobieristwa nastepujacych zdarzen:

a) Praca zostanie wykonana w ciggu 4 godzin (zdarzenie A).

b) Praca zostanie wykonana bezblednie w czasie 6 godzin (zdarzenie B).

¢) Praca zostanie wykonana w czasie 5 godzin najwyzZej z jednym bledem (zdarzenie C).

d) Praca zostanie wykonana z co najwyzej jednym bledem (zdarzenie D).

Rozwiazanie. Jako zdarzenia elementarne rozpatrywanego doswiadczenia przyj-
mujemy dwuwyrazowe ciagi (iy, i), gdzie i;=4, 5, 6 stosownie do czasu wykonania
pracy, i,=0, 1, 2 stosownie do liczby popelnionych bledéw. Mamy wiec nastgpujaca
przestrzefi zdarzen elementarnych:

2={(4,0),(4,1),(4,2),(5,0),(5,1),(5,2),(6,0),(6, 1), (6, 2)}.
a) Zdarzeniu A sprzyjaja 3 zdarzenia elementarne:

A={(4,0),(4,1),(4,2)}.
Zatem

¢) Zdarzeniu C sprzyjaja 2 zdarzenia elementarne:

C={(5,0), (5, 1)}.

Zatem
n(C) 2
P(C)=,, Oy O
s \Dﬂ} -

d) Zdarzeniu D sprzyja 6 zdarzen elementarnych:

D={(4’0))(4s 1)’(5’0)a(55 1),(6, 0)’(6’ 1)}
i dlatego
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ZADANIE 1.10. Rysunek 1.6 przedstawia schemat fragmentu sieci elektrycznej. Niech
A,, i=1, 2, oznacza zdarzenie, Ze clement a; bedzie sprawny co najmniej przez czas t.
Obliczy¢ prawdopodobienstwo cigglego przeptywu pradu przez ten uklad co najmniej
przez czas t jezeli P(A,)=P(A,)=p oraz P(A;A,)=p>.

o]

Rys. 1.6. Do zadania 1.10

a;

Rozwiagzanie. Niech 4 oznacza zdarzenie, ktérego prawdopodobiefistwo naleZy
obliczy¢. Uklad przedstawiony na rysunku jest sprawny, gdy: 1° sprawny jest tylko element
a,, 2° sprawny jest tylko element a,, 3° sprawne sg obydwa elementy a, i a,. Zatem zda-
rzenie A jest alternatywa zdarzen A, 1 A,: A=A, U A,. PoniewaZz zdarzenia A4, i A4,
niec wykluczaja si¢, wigc na podstawie wzoru (1.2.8), otrzymujemy:

P(A)=P(A))+P(A4,)—P(A, 4;)=p+p—p’=p(2—p).

ZaDANIE 1.11. Rozpatrujemy ilo$¢ (dm3) wody jaka mozZe mieé do przeprowadzenia
w ciggu sekundy betonowy przepust. Dotychczasowe obserwacje pozwalaja przyjaé, ze:
maksymalna mozliwa ilo§¢ wody wynosi 300 dm3/s,

P(4) — prawdopodobienstwo, Ze ilo$¢ wody (na sekundg) przyjmie wartosé¢ z prze-
dziatu (125, 250> wynosi 0,6,

P(B) — prawdopodobienstwo, Ze ilo§¢ wody (na sckundg) przyjmie wartosé z prze-
dzialu (200, 300> wynosi 0,7 oraz P(4 u B)=0,8. Obliczy¢ prawdopodobienstwa: a) P(4'),
P(B’), b) P(AB), c) P(A'B"), d) P(BA"), e) P(Bu A’).

Rozwiagzanie. a) Suma prawdopodobienstw zdarzen przeciwnych jest jednoscig,
a wigc
P(A)=1—P(A4)=1-0,6=04,

P(B)=1—P(B)=1-0,7=0,3.

b) We wzorze (1.2.8) na prawdopodobienistiwo alternatywy dwu dowolnych zdarzed
danesa P(A), P(B) oraz P(4 u B). Wobectego mozemy obliczy¢ interesujace nas prawdo-
podobienstwo P(AB)=P (iloé¢ wody przyjmie warto$¢ z przedziatu (200, 2503):

P(AB)=P(A)+P(B)—P(Avw B)=0,64+0,7-0,8=0,5.
¢) Poniewaz A'B'=(A4 u BY)', wigc
P(A'B’)=P (ilo§¢ wody przyjmie wartoéé z przedzialu 0, 125))=
=1-P(4A uB)=0,.2.
d) Poniewaz BA’'=B\AB (sprawdzi¢), wigc, na podstawie rownosci (1.2.5),

P(BA"Y=P(B)—P(AB)=0,7—0,5=0,2.
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e) Post¢pujac podobnie jak w punkcie b), otrzymujemy:
P(BUA)=P(B)+P(A)—P(BA")=0,7+0,4-0,2=0,9.

ZADANIE 1.12. Z n-elementowego zbioru A losujemy ze zwrotem k elementéw. Obliczyé
prawdopodobienstwo, 2e wszystkie wylosowane elémenty sa rézne.

Rozwiazanie. Zdarzeniami elementarnymi sa tu wszystkie k-wyrazowe ciagi o nie-
koniecznie réznych wyrazach, bedacych elementami zbioru 4. Zdarzen tych jest n* (bo
tyle jest k-elementowych wariacji z powtdérzeniami z n elementéw (1.5.6)).

Niech B oznacza zdarzenie, ktérego prawdopodobiefistwo nalezy obliczyé. Zdarzeniami
elementarnymi sprzyjajacymi zajéciu zdarzenia B sa te k-wyrazowe ciagi, ktérych wyrazy
sa réznymi elementami zbioru A. Jest ich a™ (bo tyle jest k-wyrazowych wariacji bez
powtorzen z n-elementowego zbioru A (1.5.4%)). Zatem szukane prawdopodobienstwo

Wynosi:
ML

P(B)=—, gdzie keN. (1)
n

Prawdopodobienistwo P(B) obliczyli§my przy zatozeniu, ze k <n. Gdy k> n, wtedy P(B)=0,
gdyz wtedy elementy w k-elementowej prébce musza sie powtarzaé. Z drugiej strony n™*!=
=nn—1)(n—2)... (n—k+1)=0 dla k>n. Zatem rownos¢ (1) jest prawdziwa dla do-
wolnego naturalnego k.

1.3. PRAWDOPODOBIENSTWO WARUNKOWE
I NIEZALEZNOSC ZDARZEN

1.3.1. Okreslenie prawdopodobienstwa warunkowego. Niech 4, B beda dowolnymi
zdarzeniami. Prawdopodobienstwo zdarzenia 4 obliczone przy zaloZeniu, e zaszlo zda-
rzenie B nazywamy prawdopodobieristwem warunkowym zdarzenia A pod warunkiem B
1 oznaczamy symbolem P(AlB) albo Pp(A). Okredlenie to jest rownowazne nastepuja-
cemu, bardziej formalnemu.

Niech (Q, Z, P) bedzie przestrzenia probabilistyczna pewnego doswiadczenia, B za$
dowolnym ustalonym zdarzeniem o dodatnim prawdopodobienstwie, P(B)>0. Prawdo-
podobieristwem warunkowym pod warunkiem B dowolnego zdarzenia A € Z nazywamy liczbe
P(A!B) okreslona nastgpujaca réwnoscia:

P(4B)

P(4|B)=——, A,BeZ, P(B)>0. (1.3.1)
+ )/

Wynika stad wzér na prawdopodobiesistwo koniunkcji (facznego zajscia) dwu zdarzen:
P(AB)=P(A)P(B|4), gdy P(4)>0,
P(AB)=P(B)P(A|B), gdy P(B)>0,

(1.3.2)

czyli jest ono rowne iloczynowi prawdopodobienstwa P jednego z tych zdarzen przez
prawdopodobiefistwo warunkowe drugiego zdarzenia pod warunkiem, ze pierwsze zaszlo.
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1.3.2. Prawdopodobiefistwo koniunkcji n zdarzed. Ze wzoru (1.3.2) latwo otrzymujemy
wzlr na prawdopodobieristwo koniunkcji trzech zdarzen A, B, C: :

A AN Y LY A

s oA T s oAN [ IRY yall 1 Ny AD Fay 71 2 A
P(ABC)=P(A)P(B|A)P(C|AB), gdy P(4B)>0. (1.3.3)

Ogolnie: metodg indukcji matematycznej wykazuje sig, ze prawdopodobieristwo koniunkcji
n zdarzen A,, ..., A, wyraza si¢ rownoscia:

P(A; 4; ... A)=P(4;) P(4;]4) P(45|A14;) .. P(AJA1 A, .. 4,),  (134)

gdy P(A,4, ... A,_)>0, czyli jest ono réwne iloczynowi prawdopodobierstwa dowol-
nego z tych zdarzen przez prawdopodobiefistwa warunkowe kaZzdego z pozostatych zda-
rzen obliczone pod warunkiem, Ze zaszly wszystkie poprzednie zdarzenia.

1.3.3. Niezalezno$¢ dwdch zdarzen. Méwimy, Ze zdarzenia A, Be & sa niezaleine,
gdy

P(AB)=P(A)P(B). (1.3.5)
RAwnnéd ta nie wyvlinera evinacii adv PrAA=0 Inh P(RY=0
AR VT AAV W el ALAW Ty J AN WL L’J ‘-“uVJl’ 5“: rFs \l‘} WAL x \JJ} A
Niech P(A)>0 i P(B)>0. Wowczas kazda z réwnosci

P(A|B)=P(4), P(B|A)=P(B) (1.3.6)
stanowi warunek konieczny i wystarczajacCy na to, aby zdarzenia byly niezaleZne w sensie
definicji (1.3.5). Zatem kazda z tych réwnosci, gdy P(4)>0 i P(B)>0, moze byé przyjeta
jako okreslenie niezaleznosci zdarzen A, B.

1.3.4. Niezaleinos¢ zespolowa n zdarzen. Bardziej zloZone jest pojecie niezaleznosci
n zdarzen. Mowimy mianowicie, Zze zdarzenia A4,, ..., A, sa niezalezne (doktadniej: wza-
Jemnie niezaleine albo zespolowo niezaleine), gdy prawdopodobienstwo lacznego zajscia
dowolnych m, m<n, réznych zdarzeni sposr6éd nich jest réwne iloczynowi prawdopodo-
bienstw tych zdarzen, czyli

1’(141'1 Aiz aee Aim)=P(Ai1)P(Aiz) s P(Alm) (1.3.7)
dla kazdego m<n i kazdego m-wyrazowego rosnacego ciagu iy, iz, ..., i,, liczb natural-
nych 1<i;, 65, ..., I,<n.

1.3.5. Niezaleino$¢ parami n zdarzei. W wielu zagadnieniach wystarcza tzw. nieza-

lezno$¢ parami n zdarzen. Otéz mowimy, ze zdarzenia A, ..., A, sa niezaleine parami,
gdy kazde dwa rézne zdarzenia sposérdd nich sa niezalezne, czyli
P(A;A;))=P(A)P(A4;), i#j, i,j=1,2,...,n. (1.3.8)

Zdarzenia wzajemnie niezalezne sa oczywiscie niezalezne parami (dlaczego?).
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1.3.6. Zadania rozwigzane,

ZADANIE 1.13. Ze zbioru n elementéw, wséréd ktérych jest n, elementéw majgcych
cech¢ C i ny=n—n, elementéw nie majacych tej cechy, losujemy dwukrotnie po jednym
elemencie. Obliczy¢ prawdopodowienistwo tego, ze obydwa wylosowane elementy majg
ceche C. Przyjaé n=10, n,=7.

Rozwigzanie. Niech

A, oznacza zdarzenie — pierwszy wylosowany element ma ceche C,

A, — drugi wylosowany element ma ceche C,

A — obydwa wylosowane elementy maja ceche C.

Zgodnie z definicja koniunkcji dwu zdarzefi mamy

A=A1A2 .

W dalszym ciggu wyrézniamy dwa przypadki: a) przed losowaniem drugiego elementu

nie zwracamy pierwszego (losowanie bez zwrotu) oraz b) przed losowaniem drugiego

elementu dokonujemy zwrotu pierwszego po jego obejrzeniu (losowanie ze zwrotem).
Przy losowaniu bez zwrotu otrzymujemy

P(A)=P(

2

W drugim przypadku, gdy losujemy ze zwrotem, warunki w drugim losowaniu sa

identyczne jak w pierwszym i wynik pierwszego losowania nie ma wplywu na prawdo-
podobienstwo zdarzenia A4,:
ng 7
P(4;|4)=P(A)=P(d)="=_.
n 10
Dlatego
neng 7*
P(A; A3)=P(4;) P(4,]4,)=P(4) P(4)= 2" = T _0.49.
nn 10

ZADANEE 1.14. Opiekun 20-osobowej grupy studenckiej, w ktdrej (jak si¢ pozniej oka-
zato) bylo 8 studentéw aktywnych spolecznie, wytypowal na okres dwu tygodni (aby
da¢ czas na poznanie si¢ grupy) trzyosobowy samorzad grupy. Jakie jest prawdopodo-
bieistwo tego, Ze taki samorzad sktadaé sie bedzie z samych studentéw aktywnych spo-
tecznie?

Rozwigzanie. Niech A,, i=1, 2, 3, oznacza zdarzenie: i-ty wytypowany student
jest spolecznie aktywny. Wowczas zdarzenie A, ktorego prawdopodobieristwo nalezy
znalez¢, jest koniunkcja zdarzen A,:

A =A1 A2 A3 3
wigc, na podstawie réwnosci (1.3.3), otrzymujemy:

P(A)=P(Al)P(AZIAI)P(A3|A1A2)=1-119-45— 24 20,049,

20
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ZADANEE 1.15. Sposréd cyfr 1, ..., 9 wylosowano bez zwrotu kolejno trzy cyfry C;,
C,, C;, ukladajac je w kolejnosci losowania w liczbg, ktéra w ukladzie dziesietnym ma
zapis C;C,C;. Przyjmujac sensowne zaloZenie, ze wszystkie mozliwe do otrzymania w ten
sposob liczby s3 jednakowo prawdopodobne, obliczyé prawdopodobiefistwo tego, ze
C,C,C3<444,

Rozwigzanie. Niech A7 oznacza zdarzenie — otrzymanie w i-tym, i=1, 2, 3, lo-
sowaniu cyfry 4; A * — otrzymanie w i-tym losowaniu jednej sposréd cyfr 1, 2, 3;
A oznacza zdarzenie, ktorego prawdopodobienstwo nalezy obliczyé.

Zdarzenie A zachodzi wiedy i tylko wtedy, gdy zajdzie: 1° zdarzenie A7 * (wtedy na
IIiIII miejscu moga znalez¢ si¢ dowolne spos’r()d pozostatych cyfr) lub 2° dwa zdarzenia:
A‘; i a§4 (‘v‘v Lcuy na HI uucpuu moze ug znalez¢ dowolna S‘p(‘)Sl‘Ou pULUdelyL-u Lylr)

Wydawaloby sig, Ze zdarzenie 4 zachodzi jeszcze w sytuacji gdy zajda trzy zdarzenia:
A} i A3 i A5*. Jednak, wobec losowania bez zwrotu jest to niemozliwe. Zatem zdarzenie
A mozna opisaé jak nastgpuje:

A=AF*0 AT A

Poniewaz zdarzenia A7* i 45 wykluczaja si¢, wicc takze wykluczaja zdarzenia A% i A% 454,
" 7y f‘

ronrr‘nﬂr\rlnl-\ b= ] 1 el
Wobec tego na podstawie addytywnoéci prawdopodobiefistwa 1 wzoru

podobienstwo koniunkcji dwu zdarzeri, otrzymujemy:

P(A)=P(A;*)+P(A} A5H)=P(ATH+P(A} )P(A;"]A‘*)—-

1. 3 _ 3
=5t5'8 %"
Tak wigc szukane prawdopodobiefistwo wynosi :.

Uwaga. Z metody rozwiazywania zadania wida¢é, Zze wylosowanie dowolnej liczby

asawrlAl Y ALY YEAI8 Lol Avu L LAWY |

trzycyfrowej mniejszej od liczby trzycyfrowej zapisanej w ukladzw dziesigtnym za pomoca
tej samej cyfry ke {1, ..., 9} wynosi %(k— 1). Istotnie, rozumujac analogicznie jak w za-
daniu, mamy

k=1 1 k—1 9(k—1) k-1

1§

9 "9 8 72 8

ZADANIE 1.16. Na trzech kolejnych zmianach dokonuje si¢ przegladu technicznego
2 spofrod 6 maszyn, ktére nalezy poddaé temu przegladowi. Bez ponownego badania
ni¢ jest wiadome, czy maszyna zostala poddana przegladowi. Obliczy¢ prawdopodobien-
stwo, ze w ciggu tych trzech zmian wszystkie maszyny zostaly poddane przegladowi,
gdyby kolejne zmiany nie przekazywaly sobie informaciji.

Rozwiazanie. Niech 4f, i=1,...,6, j=1,2, 3 bedzie zdarzeniem: i-ta maszyna
na j-tej zmianie poddana zostanie przegladowi, zas A, jak zwykle, niech oznacza zdarzenie,
ktérego prawdopodobieristwo nalezy obliczy¢. Przy tych oznaczeniach uwzgledniajac,
e zdarzenia A} i A} sa pewne, zdarzenie A4 opisuje si¢ nastepujaco:

A=A2A2434).
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Stad, zgodnie ze wzorem (1.3.4) na prawdopodobienistwo koniunkcji # zdarzen, otrzymu-
jemy:

P(A4)=P(A43) P (A3]A3) P(A5|A3 AZ) P(Ag|A3 AL 43)=

4.
6

i

1o 2
57 75"

o
-

ZADANIE 1.17. Wykazaé, Ze jesli zdarzenia 4 i B sa niezalezne, to rOwnieZ niezaleZne
sq zdarzenia 4 i B'.

)
% AB V%

7
o/

Rys. 1.7. Do zadania 1.17

B 2]

Rozwigzanie. Nalezy wykazaé, Ze jest spelniona réwno$¢ P(AB')=P(A)P(B’).
W tym celu poshuzymy si¢ réwnoscia (rys. 1.7):

AB'=A\AB.
Kolejno otrzymujemy:

P(AB')=P(A)— P(AB)=P(A)— P(4)P(B)=P(A)(1—P(B))=

AN D !

D AN g » LAY

Wrykorzystalismy tu: wzor (1.2.5), (zauwazajac, Ze ABc A), niezaleznos$¢ zdarzen 4 i B
oraz zwiazek (1.2.7) na sumg¢ prawdopodobiefistw zdarzen przeciwnych.

ZADANIE 1.18. Kazde z dwoch urzadzen M, i M, sklada si¢ z 4 jednakowych blokéw
by, by, b 1 b,. Prawdopodobienstwo bezawaryjnej pracy w odcinku czasu ¢ dla kazdego
z tych blokow jest jednakowe i wynosi p, p>0. Bloki ulegaja uszkodzeniu niezaleZznie od
siebie. Urzadzenia M, i M, sa montowane z tych blokéw odpowiednio wedlug schematéw
a) i b) na rysunku 1.8. Wyznaczyé prawdopodobienistwo bezawaryjnej pracy w odcinku
czasu ¢ dla: a) urzadzenia M,, b) urzadzenia M, oraz c) poréwnaé te prawdo-
podobienstwa.

a) b)

b2 b3 bl, b] b‘f

Rys. 1.8. Do zadania 1.18
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Rozwiazanie. OkreSlamy zdarzenia A4, i=1, 2, 3, 4, 4, B jak nastepuje:
A, — i-ty blok bedzie pracowal niezawodnie przez czas ¢,
A — urzadzenie M, bedzie pracowalo niezawodnie przez czas ¢,
B — urzadzenie M, bedzie pracowalo niezawodnie przez czas t.
Przy tych oznaczeniach mamy:
a) A=A, U A,A;A4,,

P(A)=P(A;)+P(A; A3A)—P(A, 4, A3 4,)=
=P(A;))+P(A;) P(A;) P(A)—P(A)) P(4,) P(A3) P(A)=p+p*~p*.

Wykorzystalismy tu wzér na prawdopodobiefistwo alternatywy dwu dowolnych zdarzen
1 zalozong niezaleznos$¢ zdarzen A4,, 4,, A5, A,.
b) Podobnie dla zdarzenia B otrzymujemy:

B=A1A2 UA3A4,
P(B)=P(AA;)+P(A34,)—P(AA,A3;A,)=

=P(A) P(4,)+P(A3) P(A,)—P(4;) P(A;) P(4;) P(A)=2p*—p".
¢) Poréwnujemy prawdopodobienistwa P(A4) i P(B):

P(A)zP(B),
- p+p*—p*22p*—p*, p(p*—2p+1)20.
Oczywiscie, gdy 0#p+#1,

p(p*>=2p+1)=p(1—p)*>0.

Ostatecznie: P(A)> P(B). Zatem, o ile nie ma innych przeciwwskazan, bloki nalezy mon-
towaé wedlug schematu a), gdyZ zapewnia to wigksze prawdopodobienistwo niezawodnej
pracy.

ZADANIE (BERNSTEINA) 1.19. Trzy Sciany czworo$cianu zostaly pomalowane na biato,
czerwono i zielono, za§ czwarta — w pasy bialo-czerwono-zielone. Doswiadczenie polega
na rzucaniu czworoscianu na plaszczyzng i obserwowaniu koloru §ciany, na ktéra upadt
czworoscian. Zdarzenia B, C, Z okreslone sa nastepujgco:

B — czworoscian upadl na $ciane bialg,
C — czworoscian upadl na $ciang czerwona,

4 ’

Z — czworo$cian upadl na $ciang zielona.
Zbada¢ czy zdarzenia B, C, Z s3: a) niezaleZne parami, b) niezaleZne (wzajemnie).
Rozwigzanie. a) Dwa zdarzenia z trzech zdarzen B, C, Z moZna wybraé trzema

sposobami (bo (g) = (::) =3): {B, C}, {B, Z}, {C, Z}. Mamy:

P(BC)=; i P(B)P(C)=3i-i=1,
wiec
P(BC)=P(B)P(C)

L, 7= "
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1 tym samym zdarzenia B i C sa niezalezne. Podobnie sprawdza si¢, Ze zdarzenia B i Z

oraz C 1 Z sa niezalezne. Zatem, zgodnie z definicja, zdarzenia B, C, Z s parami nieza-
lezne.

b) Poniewaz P(BCZ)=3 i P(B)P(C)P(2)=2-3-2=%, wigc
P(BCZ)#P(B)P(C)P(Z)

i, zgodnie z okresleniem, zdarzenia B, C, Z nie sq wzajemnie niezalezne (mimo, Ze sg nie-
zalezne parami).

ZADANIE 1.20, Sprawdzic¢, ze wykluczajace si¢ zdarzenia A, B sa: a) zalezne, gdy P(4)>0
i P(B)>0, D) niezalezne, gdy P(4)=0 lub P(B)=0. Poda¢ przyklady dwu niczalez-
nych zdarzen, ktére: c) wykluczaja sig, d) nie wykluczaja sig.

Rozwiazanie. a) Wynika to z relacji:

P(AB)=0#P(A)P(B).
b) Wynika to z rdéwnosci
P(AB)=0=P(A4A)P(B).

¢) Przykladem pary zdarzen niezaleznych i wykluczajacych si¢ moze by¢ dowolne
zdarzenie A i zdarzenie niemozliwe (dlaczego?).

d) Przykladem pary zdarzen niezaleznych i niewykluczaj

BiCz zadama 1.19.

Z rozwiagzanego tu zadania widzimy, Ze:
— wykluczajace si¢ zdarzenia moga by¢ zarowno zaleZne jak i niezaleZne
oraz .
- zdarzenia niezalezne moga wykluczaé si¢, ale rowniez moga mieé czg§¢ wspolng.
Zatem: wykluczanie si¢ i niezaleznos$¢ zdarzen, to zupelnie rézne pojecia. Dodajmy przy

.. . . . .
tuym %o nniacia wyllnerzania cia zdarzeitn wnrawadza cie har n¥uria naieria nrawdnnnda.
.J J»u, ra~ IJUJfVl\r V'J DAL ol.“ LNACRA LAwAL  ¥Y PLU“' SALALAS u‘t AN ul—l: Witk FUJ‘VI“ Pl“"' “UPV“V

bienstwa.

1.4. PRAWDOPODOBIENSTWO ZUPELNE

¥ 'I“IIT'IE‘D“WI'PRTI’E‘ DAVI'CA
i ANAEy DA X ENSA

1.4.1. Twierdzenie o prawdopodobieiistwie zupelnym. Obliczanie prawdopodobiciistwa

ulatwiaja czesto nastgpujace twierdzenia (o prawdopodobienstwie zupelnym):
Jezeli B jest dowolnym zdarzeniem, zdarzenia zas$ A, ..., A, spelniajq warunki (rys. 1.9):
1° wykluczajq sie parami, czyli

A A; =0, gdy i#j,
2° ich alternatywa jest zdarzeniem pewnym, czyli

A]_ U... UA,,=Q,



1.4, Prawdopodobienstwo zupelne i twierdzenie Bayesa 29

3° majq dodatnie prawdopodobienistwa,
P(4,)>0, i=1,...,n,
to prawdopodobieristwo zdarzenia B wyraza sie rownosciq
P(B)=P(A,) P(B|A)+...+P(A4,)P(B|4,) (1.4.1)
zwana wzorem na prawdopodobieristwo zupelne (albo prawdopodobieristwo calkowite).
Warunki 1° i 2° mozna réwniez wypowiedzie¢ tak:

Zbior {Ay, ..., A,} zdarzen A, stanowi podzial (§ 1.1) przestrzeni zdarzern elementar-
nych Q.

Rys. 1.9. Do zalozen tw. o prawdopodobiefstwie zupelnym i tw.
Bayesa

Wyrazamy to réwniez mdéwiac, Ze zdarzenia A,, A,, ..., A, sa jedynie mozliwe i wza-
Jemnie wykluczajqce sie. W wyniku do$wiadczenia moZe zrealizowaé si¢ jedno i tylko
jedno z tych zdarzef.

Niekiedy zdarzenia A4,, ..., A, nazywamy przyczynami, zdarzenie B za§ — skutkiem.
Wowczas twierdzenie o prawdopodobieristwie zupelnym przyjmuje postaé:

Jezeli skutek B moze zajs¢ w wyniku jednej z n przyczyn A,, ..., A, jedynie mozliwych
i wzajemnie wykluczajqcych sie, to prawdopodobieristwo zajscia skutku B wyraza sie réwnoscig
(1.4.1).

1.4.2. Twierdzenie Bayesa. Z ostatnim twierdzeniem wiaZe si¢ Scisle nastepujace twier-
dzenie (Bayesa). ‘

Jezeli B jest dowolnym zdarzeniem o dodatnim prawdopodobienstwie, P(B)>0, zdarze-
nia Ay, ..., A, za$ spelniajq warunki 1°, 2°, 3° twierdzenia o prawdopodobienstwie zupel-
nym, to prawdopodobieristwa warunkowe P(AkiB) zdarzenr A, przy warunku B, k=1, ..., n
wWyrazajq sie rownosciami:

’

P(4,) P(B|4,)

T P(4) P(Bl4)

P(A|B)= k=1,..,n. (1.4.2)

Zauwazmy, ze mianownik jest prawdopodobienstwem zdarzenia B danym wzorem
(1.4.1).
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Twierdzenie to w terminologii przyczyna-skutek mozna sformulowaé jak nastgpuje:

Jesli skutek B zrealizowal sie w rezultacie zajscia jednej z n przyczyn A, ..., A,, je-
dynie mozliwych i wzajemnie wykluczajgcych sie, to prawdopodobieristwo P(Ak!B) tego,

e

Ze A, k=1, ..., n, bylo przyczynq zajscia skutku B wyraza sie réwnoscig (1.4.2).

Uzywajac lacinskich stéw a priori (z gory, przed doswiadczeniem) i a posteriori (po
zbadaniu, po doswiadczeniu) widzimy, Ze twierdzenie Bayesa wyraza prawdopodobienstwa
a posteriori P(Ale) przyczyn A; za pomoca prawdopodobienstwa a priori P(A;) tych
przyczyn.

1.4.3,

ZADANIE 1.2]1. Na przenosnik taSmowy trafiaja jednakowe produkty wytwarzane przez
2 automaty. Stosunek ilosciowy produkcji pierwszego automatu do produkcji drugiego
jest réwny 3 : 2. Pierwszy automat wytwarza srednio 659 produktéw pierwszej jakosci,
drugi za$ — 85%. a) Sposréd produktdw na przeno$niku pobieramy losowo jeden produkt.
Obliczy¢ prawdopodobienstwo, Ze begdzie to produkt pierwszej jakosci. b) Losowo
pobrany produkt okazat sig pierwszej jakosci. Mégl on zosta¢ wyprodukowany przez
automat pierwszy albo drugi. Ktére z tych zdarzen jest bardziej prawdopodobne?

Rozwigzanie. a) Niech B, 4,, A, oznaczaja zdarzenia:

B — pobrany losowo produkt z przenosnika jest pierwszej jakosci,

A, — produkt znajdujacy si¢ na przenos$niku zostal wytworzony przez pierwszy automat,

A, — produkt znajdujacy si¢ na przeno$niku zostal wytworzony przez drugi automat.
Zdarzenie B moze zrealizowa¢ si¢ tylko lacznie z jednym ze zdarzen 4, 4,, ktére wyklu-
czaja sig, sa jedynie mozliwe i majg dodatnie prawdopodobienstwa. Mozemy zatem za-
stosowa¢ twierdzenie o prawdopodobienstwie zupelnym:

P(B)=P(A,)P(B|4,)+P(4,)P(B|4,)=
3 65 2 85 3:1342-17
=5 100 5 00 10
Tak wiec P(B)=0,73.

b) Nalezy poréwnac¢ prawdopodobienstwa P(AIIB) i P(AZIB), ktére znajdujemy na
podstawie wzoru Bayesa (1.4.2). Mamy

P(A)P(Bl4,) _} ie_39

5 100
P(A,[B)= P(B) 073 73
0oraz
P(A,|B)=1—P(4,|B)=33
lub

P(AZ)P(B|A2)=-§-%_34

P(4|B)= P(B) 0,73 73

Zatem P(AIIB)>P(A2|B), czyli jest bardziej prawdopodobne, Ze wzigty z przenosnika
produkt, ktory okazat si¢ pierwszej jakosci, jest wyprodukowany przez pierwszy automat.
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ZapaNie 1.22. Na linii Iacznosci nadaje si¢ dwa rodzaje sygnaléw w postaci kodowych
kombinacji 111 albo 000 z prawdopodobiefistwami (a priori) odpowiednio réwnymi
0,65 i 0,35. Sygnaly podlegaja losowym zakléceniom, w rezultacie czego symbol 1 moze
by¢ odebrany jako 0 z prawdopodobiefistwem 0,2 i z takim samym prawdopodobiefistwem
symbol 0 moze by¢ odebrany jako 1. Zakladamy, ze symbole 1 i O ulegaja zaktdceniom
niezaleZznie jeden od drugiego. a) Obliczyé prawdopodobieristwo odebrania na wyjéciu
sygnatu: a,) 111, a,) 000, a;) 010. b) Na wyjéciu odebrano sygnat 010, jakie jest prawdo-
podobienistwo, Ze zostal on nadany jako sygnal 000? c) Na wyjéciu odebrano sygnat
111, jakie jest prawdopodobieristwo, e zostat on nadany réwniez jako 111?

Rozwigzanie. Niech 4, 4,, B, B,, B; oznaczaja zdarzenia:

A; — na wejsciu nadano sygnat 111,
A, — na wejsciu nadano .sygnat 000,
B, — na wyjéciu odebrano sygnat 111,
B, — na wyjsciu odebrano sygnal 000,
B; — na wyjsciu odebrano. sygnal 010.

Prawdopodobienstwo, ze nadany symbol 1 nie ulegnie znieksztalceniu wynosi 0,8=1-0,2.
Takie samo jest prawdopodobienstwo nie znieksztalcenia symbolu 0, Poniewaz zakld-
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cenia pojawiaja si¢ niezaleznie, wiec

)

a,) Poniewaz P(A4,)=0,65 i P(A4,)=0,35 wigc, wykorzystujac rownosci (1) i twierdze-
nie o prawdopodobienistwie zupeinym, otrzymujemy
P(B1)=P(A1)P(31|A1)+P(A2)P(31|A2)=

=0,65-0,5124-0,35- 0,008 =0,3356.

H 3

Podobnie obliczamy
a,) P(Bz)=P(AL)P(leA1)+P(A2)P(BziA2)=
=0,65-0,008+0,35-0,512=0,1844,
as) P(B3)=P(A1)P(83|A1)+P(A2)P(B_,,|A2)=—_
=0,65-0,032+40,35-0,128 =0,0656.

PR R P )
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b) Nalezy obliczyé prawdopodobienstwo a posteriori P(AZ[B_,,) zdarzenia A,, ktére
znajdujemy na podstawie wzoru Bayesa (1.4.2):

n

P(A,|B 7 ~0,683.
(42]B5)= P(B,) 0,0656

¢) Analogicznie znajdujemy prawdopodobienstwo P(Al[Bl):

P(A)P(B,|4,) 0,65-0,512
P(B)) 10,3356

P(A,|B))= ~0,992.

1.5. ELEMENTARNE POJECIA Z KOMBINATORYKI

Obliczanie prawdopodobienstw zdarzen, begdacych podzbiorami skonczonej prze-
strzeni zdarzen elementarnych, czesto ulatwiaja pojecia i twierdzenia z kombinatoryki.
W tym paragrafie przypomnimy elementarne pojgcia i twierdzenia z tej tematyki.

1.5.1. Regula iloczynu. W rozwiazywaniu zagadnien kombinatorycznych wielokrot-
nie stosuje si¢ nastgpujaca regule iloczynu: jesli pewna czynnos$é wykonuje si¢ w k-etapach,
przy czym: etap 1 mozna wykona¢ n, sposobami, etap 2 -~ n, sposobami, ..., wreszcie
k-ty etap — n, sposobami, to liczba N sposobdw, jakimi mozZna wykonaé t¢ czynnosé,
wyraZza si¢ wzorem:

N=n;n,..n. (1.5.1)

1.5.2. Permutacje bez powtdrzen. Niech 4 oznacza dowolny zbidr n roznych elementdw,
A={a,, ..., a,}. Permutacjq bez powtdrzen n-elementowego zbioru A (lub permutacjg

bez nnwrg,r;'pn n réznych plpm.om‘nw\ nazywamy kazdy n- wyrazowy ciag, w ktdrvm kazdy
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element zbioru 4 wystepuje dokladnie jeden raz. Jest to wige po prostu uporzadkowanie
elementdw danego zbioru wedlug jakiego$ kryterium. Na przyklad ciagi (1, 2, 3), (3,2, 1)
s3 permutacjami bez powtérzen zbioru A={l, 2, 3}.

Metoda indukcji zupelnej dowodzi sig¢, Ze liczba P, wszystkich mozliwych permutacji

. . .
hez nowtdrzen n-elementoweso 7zhioru 4 wvnner:
AT S iy klu TY LWE WAl 1§ WiV AdlAWALLA TT va EuWT AT B WA - A "Jllvuln

P,=n!, (1.5.2)

gdzie z definicji n!l=n(n—1)(n—2) ... 2+1 oraz O!=1.

1.5.3. Permutacje z powtorzeniami., Niech A4 bedzie zbiorem & réznych elementow,
A={a,, ..., a,}. Permutacjq n-elementowq z powtdrzeniami, w ktérej element a, pow-
tarza si¢ n, razy, ..., element a, powtarza si¢ m, razy, n;+...+n,=n, nazywamy kazdy
n-wyrazowy ciag, w ktérym poszczegolne elementy zbioru A powtarzaja si¢ wskazang
liczbe razy.
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Liczba Py =™ wszystkich takich n-wyrazowych permutacji z powtérzeniami jest
dana réwnoscia:

!
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1.5.4. Wariacje bez powtérzef. Niech A bedzie zbiorem » réznych elementdw. Kazdy
k-wyrazowy ciag k réznych elementéw tego zbioru, k<n, nazywamy k-wyrazowq wa-
riacjq bez powtdrzen z n-elementowego zbioru A. Na przyklad 6-cyfrowy numer telefonu
0 niepowtarzajacych si¢ cyfrach — 637254 — jest przykladem 6-wyrazowej wariacji bez
powtdrzef zbioru cyfr A={0, 1, ..., 9}.

W przypa&u, Edy k=n, to r’\, -WYTazZowa waua\da bez powtorzen zbioru n-elemento-
wego jest po prostu permutacja bez powtdrzen tego zbioru.

Liczba ¥ wszystkich k-wyrazowych wariacji bez powtérzefi n-elementowego zbioru
‘Wyraza si¢ wzorem:

Vi=n(n—1)(n—2)...(n—k+1), k<n. (1.5.4)
Dla wygody iloczyn ten bedziemy oznaczali symbolem n™*%;

Men(n—1)(n-2)...n—k+1); (1.5.5)

na przyklad
5031=5.4-3=60,

51%1=5-4-3-2-1=5!=120.

Wzér (1.5.4) w tej symbolice przyjmuje nastgpujaca, skondensowana postaé
VE=nt, (1.5.4")

1.5.5. Wariacje z powtérzeniami. Niech 4 bedzie zbiorem n-elementéw. Kazdy k-wy-
razowy ciag (mogacych si¢ powtarzac) elementéw tego zbioru, kS», nazywamy k-wyra-
Zowq wariacjq z powtdrzeniami z n-elementowego zbioru A. Na przyktad 55322 jest 5-wy-
razowa wariacja z powtdrzeniami ze zbioru cyfr.

Liczba V* wszystkich k-wyrazowych wariacji z powtdrzeniami z n-elementowego

- zbioru A wyraza si¢ wzorem:

I_/nk=nk, (1.5.6)

1.5.6. Kombinacje bez powtérze. Niech A bedzie zbiorem n réZznych elementéw.
Kazdy k-elementowy (k<n) podzbiér zbioru A nazywamy k-elementowq kombinacjq bez
powtdrzer n-elementowego zbioru A (lub kombinacjq z n elementow po k elementéw).

Na przyktad zbi6r {q, c}, jako podzbioér {a, b, c, d}, jest 2-clementowa kombinacja
4-elementowego zbioru {a, b, c, d}. Kolejno$é elementdw jest tu nieistotna. Dlatego dwie
k-elementowe kombinacje bez powtorzen tego samego zbioru sa rézne wtedy i tylko wtedy,
gdy réznia si¢ skltadem (nie kolejnoscig) chociaz jednego elementu

3 Rachunek prawdopodobiefistwa
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Liczba C¥ wszystkich k-elementowych kombinacji bez powtdrzen n-elementowego
zbioru wyraza si¢ roOwnoscig:

k]
r*kZ/"\_.:n_
AT

1.5.7. Kombinacje z powtérzeniami. Rozwazamy elementy n roinych rodzajow. Ele-
menty tego samego rodzaju traktujemy jako identyczne. Kazdy zbidr (zestaw) skiadajacy
si¢ z k elementow, kSn, gdy kazdy element nalezy do jednego z tych n rodzajow, nazy-
wamy k-elementowq kombinacjq z powtdrzeniami z n rodzajow elementéw. Kombinacja
z powtorzeniami jest w pelni okreslona przez podanie liczby elementow poszczegolnych
rodzajow wchodzacych w jej sktad. Jest przy tym bez znaczenia, ktore elementy poszcze-
golnych rodzajéw wchodza do jej skladu, poniewaZ nie rozroZnia si¢ elementéw tego
samego rodzaju. Na przyklad z elementéw trzech rodzajow (n=3), gdy elementy poszcze-
gdlnych rodzajéw oznaczymy przez a, b, ¢, mozna utworzy¢ nastgpujace 2-elementowe
kombinacje z powtérzeniami

{a,a}, {b,b}, {c,c}, {a,b}, la,c}, {b,c}.

~
[y

W
2
N

Liczba C* wszystkich mozliwych k-clementowych kombinacji z powtérzeniami z ele-
mentdw n rodzajow jest rowna liczbie k-elementowych kombinacji bez powtorzen z n+
+k—1 elementow:

N
"+k—1)___w)_ . (1.5.8)

1.6. ZADANIA DO ROZWIAZANIA

1.23. Uzupelni¢ réwnoscei:

a) AVA=...; b) AA=...; ¢c) AuR=...; d) AQ=....
1.24. Uzupelni¢ implikacje:

a) QcA=A=...; b) AcO=A4A=....

1.25. Zdarzenie 4 pociaga zdarzenie B, czyli A<B. Uzupelni¢ rownosci:

a) AUB=...; b) AB=...; <c¢) A\B=...; d) ABC=....

1.26. Uzupeini¢ rownowaznosci:

a) AB=A<...; b) AUB=B<«..; c) A\ B=0<«..; d) AuB=Q2<«...
1.27. Uzupelni¢ réwnowaznosci:

a) AB=AUB<A=...; b)(AB=OAAUB=0Q)<B=...;

c) (AAB)u(B\4)=Q<>A=...; d) AAB=A<-AB=....
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1.28. Wyrazié¢ koniunkcje AB za pomoca zdarzenia A i réznicy A\B.
1.29. Wyrazi¢ alternatywg¢ 4 U B za pomocg zdarzenia A 1 roznicy B\A.
1.30. Wyrazié roznicg A\B zdarzen A, B za pomoca zdarzenia A i koniunkcji AB.

121 74 + A A P 7 TI7 +
1.31. Zdarzeniec £ JUSL prsane Zad pomocd zdarzen A, o, L. upTOSCLC wn UPJD, Juo}ﬂ

a) E=(AuB)(4'uB); b)) E=(AuB)CuU(BUC)Au(CUA)B;
) E=(AuB)(BUC)(CuAd); d) E=(4uB)(BuC(C), gdy AcB;
e) E=(AuB}BuC(C), gdy AcC; f) E=(AuB)(BuC(), gdy AcBcC.
1.32. Jakie warunki musza spelnia¢ zdarzenia 4 1 B, aby
(AuBYA UB)(AUB)=
1.33. Czy mazliwe sa trzy zdarzenia 4, B, C takie, aby
AB#QDANAC=FA(AB)\C=Q"?

1.34. Poda¢ przyklady (rézne od podanych w rozwiazaniu zadania 1.1) doSwiadczen
losowych opisanych: a) skoniczona, b) przeliczalng, c¢) nieprzeliczalna przestrzenia
zdarzen elementarnych.

1.35. Opakowanie zawiera 4 sztuki towaru. W uzytkowaniu kazda z tych sztuk moze
speinia¢ zakladane wymagania albo tych wymagan nie speinia¢. Niech doswiadczenie
polega na obserwacji zachowania si¢ w uZytkowaniu wszystkich czterech sztuk.

a) Okresli¢ sensownie przestrzen zdarzefi elementarnych.

Niech 4,=1, 2, 3, 4, oznacza zdarzenie: ,,i-ta sztuka spelnia zakladane wymagania”.

b) za pomoca zdarzeh elementarnych w € Q opisaé zdarzenie A5;

¢) za pomoca zdarzen A; opisa¢ zdarzenie B,, jesli:

B, =zaszly wszystkie cztery zdarzenia A4,, 4,, As, As;

B,=nie zaszlo zadne ze zdarzen A,, A,, A1, Aa;

B, =1zaszlo dokladnie jedno sposrdd zdarzen A4,, 4,, Az, As;

B,=zaszlo co najmniej jedno sposrdd zdarzen A, A;, Az, Ag;

Bs=rzaszlo co najwyzej jedno sposrod zdarzen Ay, A;, A, As.

d) Opisa¢ zdarzenia B,, okreslone w ¢), za pomoca zdarzen elementarnych .

1.36. Przy projektowaniu przepustu odprowadzajacego wode z dwoch oddzielnych
obszaréw A4, B zaklada sig¢, ze ilos¢ wody przechodzaca z obszaru 4 moZe wyniesé: 0,
300, 600, 900 dm3/s, z obszaru za§ B — 0, 500, 1000, 1500 dm?3/s.

a) Zaproponowaé sensownie i naszkicowaé przestrzenie zdarzen elementarnych £2,,
02,, 2, dla doswiadczen D,, D,, D; polegajacych odpowiednio na:

a,) obserwaciji ilosci wody pochodzacej tylko z obszaru A4,

a2) obserwacji ilosci wody pochodzacej tylko z obszaru B,

a;) obserwacji ilosci wody pochodzacej facznie z obydwu obszaréw.

b) Naszkicowa¢ i opisaé za pomoca zdarzen elementarnych, pochodzacych z prze-
strzeni zdarzen elementarnych Q, albo £2,, albo £2,, nastepujace zdarzenia:

b,) C=ilo$¢ wody pochodzacej z obszaru A przekroczy 300 dm?/s;

b,) E=ilo$¢ wody pochodzacej z obszaru B wyniesie co najmniej 1000 dm?3/s;

by) F=C'; G=CE; H=(CUE).
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1.37. Inzynier projektuje magazyn do przechowywania kartondéw puszek Zywnosci.
Kartony majg ksztalt szescianow o krawedzi 4 dm i masie 50 kg kazdy. Zaktada sie, Ze
kartony moga by¢ ukladane losowo, ale najwyzej do wysokosci 24 dm.

a) Sensownie zaproponowaC i naszkicowaé przestrzen zdarzen elementarnych £,
dla doswiadczenia D, polegajacego na obserwacji catkowitego obciazenia 16 dm? powierz-
chni podiogi, zakladajac, ze jest ono wywolane przez jeden stos kartonow.

Naszkicowaé i opisaé za pomoca zdarzen elementarnych pochodzacych z Q, naste-
pujace zdarzenia:

A =calkowite obcigZenie bedzie>150 kg;
B=calkowite obcigzenie bedzie <200 kg;
C=calkowite obciazenie bedzie >250 kg;

E=AB, F=Bu C.

b) Sensownie zaproponowal i naszkicowaé przestrzefi zdarzefi elementarnych £,
dla doswiadczenia D, polegajacego na obserwacji catkowitego obcigzenia 16 dm? powierz-
chni podiogi przy zaloZeniu, Ze jest to obciazenie wywolane przez polowe masy kazdego
z dwu sasiednich stosow.

Naszkicowac¢ i opisa¢ za pomoca zdarzen elementarnych pochodzacych z 2, zdarzenia

C, E opisane w punkcie a).

1.38. Niech doswiadczenie D polega na obserwacji liczby pojazdéw i ich lacznej masy
znajdujacych si¢ w okreslonej chwili na moscie. Zaktadamy, Ze maksymalna liczba po-
jazd6éw, jaka mozna stwierdzi¢ na tym moscie, wynosi 3, maksymalna za$ masa pojedyn-
czego pojazdu wynosi 5 ton, minimalna — 2 tony (masg¢ obserwuje si¢ z dokladnoscia
do 1 tony).

Zaproponowac 1 naszkicowaé przestrzen elementarnych zdarzefi £ opisujacej to dos-
wiadczenie. Nastgpnie naszkicowaé 1 opisa¢ za pomoca zdarzeh elementarnych tej prze-
strzeni nast¢pujace zdarzenia:

A — liczba pojazdow bedzie mniejsza niz 2 pojazdy,

B — catkowita masa pojazdoéw wyniesie co najmniej 10 ton,

C — zaobserwujemy 2 pojazdy o maksymalnej masie,

E=BC, F=BuC, G=AB.

1.39. Rozwazamy nastgpujace doswiadczenie D. Drewniane pale maja losowa dlugosé
L, przy tym najwigcksza dlugo$¢ wynosi 12 m. Pale sg przeznaczone do wbijania w ziemig,
ktdrej skalna warstwa stanowiaca opor, znajduje si¢ na losowej glebokosci H, ktorej

TTMITIMM TUYTI QY

Zaproponowac i naszkicowac przestrzen zdarzen elementarnych dla tego doswiadczenia.
Nastepnie zilustrowaé graficznie nastepujace zdarzenia:

A — dhugosé losowo wzigtego pala bedzie wigksza od glebokosci skalnej warstwy,

B — glebokos¢ skalnej warstwy przekroczy 8 m,

C — dlugosé losowo wzigtego pala przekroczy 8 m,

E=BC, F=BuC, G=(Bu()4.
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1.40. Na szczyt gory prowadzi pig¢ drog. Kazda z nich nadaje si¢ rowniez do zejécia.
Zakladamy ponadto, ze wszystkle trasy s réwnorzedne. Obliczy¢ prawdopodobienistwo

anﬂmma sie dwnr'h zhaiomvch. 7 ](fnrvr*h ieden "x'lr‘hndvl na S._‘C""f a drug}jestjuz W drOdze
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powrotnej.

1.41. Pigciu studentdw powtarzajacych dany rok studiéw wybiera losowo, kazdy
niezaleznie od pozostatych, jedng z trzech réwnoleglych grup. Zakladajac, ze wszystkie
rozmieszczenia tych studentéow sg jednakowo prawdopodobne, znalezé prawdopodobien-
stwo tego Ze: a) wszyscy znajda si¢ w pierwszej grupie,  b) wszyscy znajda si¢ w tej samej
grupie, ¢) w pierwszej grupie znajdzie si¢ doktadnie jeden student, d) w jednej z grup
znajdzie si¢ dokladnie jeden student, e) w ustalonej grupie znajdzie si¢ doktadnie trzech
studentow.

1.42. Rozwiaza¢ zadanie 1.15, korzystajac z kombinatoryki.

1.43. Na dziesigciu klockach wyrzezbiono litery: a, a, k, s, s, t, t, t, y, y. Bawiac sig
nimi dziecko ukfada je w rzad. Obliczyé prawdopodobienistwo, Ze przypadkowo zlozy
ono stowo ,,statystyka”.

1.44. Z dziesieciu pracownikéw nalezy utworzy¢: a) dwa zespotly liczace po 4 i 6 pra-
cownikdw, b) trzy zespoly liczace po 5, 3 i 2 pracownikow, c¢) pigé zespotéw dwuosobo-
wych. Dla kazdego podziatu na zespoly znaleZ¢ prawdopodobiefistwo tego, ze dwdch usta-
lonych pracownikéw znajdzie si¢ w tym samym zespole przy zaloZeniu, Ze podzial na
zespoly odbywa si¢ losowo.

1.45. Z partii N sztuk towaru, wérdd ktdrych jest M sztuk zgodnych z norma losujemy
n sztuk a) bez zwrotu, b) ze zwrotem. Obliczy¢ prawdopodobiefistwo, Zze wsréd nich znaj-
dzie si¢ k sztuk zgodnych z norma.

1.46. Wsrod 10 sztuk towaru 5 odpowiada wymaganiom migdzynarodowego znaku
jakosci, 3 ma usterki w opakowaniu, a 2 ma inne usterki. Znalezé prawdopodobiefistwo,
e wérdd trzech wylosowanych sztuk: a) znajda si¢ 2 z tej samej grupy jakosci, b) wszystkie
beda z réznych grup jakosci, jesli losowanie odbywa si¢ bez zwrotu.

1.47. W fizyce statystycznej rozwaza si¢ rozklad (rozmieszczenie) k czastek w n
elementarnych obszarach zwanych komdrkami. W zaleznosci od postaci tych czgstek
przyjmuje si¢ jedno z trzech nastgpujacych zaloZef:

1° czastki roznia si¢ miedzy soba (zatem wzajemna zamiana komdrek przez dwie
czastki daje nowy rozklad) i liczba czastek w jednej komorce jest dowolna,

2° czastki sa nierozroznialne migdzy soba (zatem wzajemna zamiana komorek przez
dwie czastki daje ten sam rozktad — istotne jest tylko ile czastek trafilo do poszczegdlnych
komoérek, a nie to jakie to sa czastki) i liczba czastek w jednej komdrce jest dowolna,

3° czastki nie réznia si¢ migdzy soba i w kazdej komérce moze znalezé si¢ co najwyzej
jedna czastka.

Stosownie do przyjetych zatozern méwi si¢ odpowiednio o statystyce: Maxwella- Boltz-
manna, Bosego-Einsteina, Fermiego-Diraca. Zakladamy, ponadto, ze wszystkie dopuszczal-
ne rozmieszczenia sa jednakowo prawdopodobne. Znalezé prawdopodobieristwo tego,
Zea) kczastek rozmiescisi¢ po jednej w k ustalonych komdrkach dla kazdej z rozwazanych
tam statystyk, b) w przypadku statystyki Bosego-Einsteina znajdzie si¢ doktadnie m
czgstek, b;) w ustalonej komorce, b,) w jednej z n komorek, ¢) w przypadku statystyki
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Bosego-Einsteina wszystkie komorki beda zajete, d) w przypadku statystyki Maxwella-
-Boltzmanna w pierwszej komorce znajdzie si¢ dokladnie k, czastek, w drugiej — k,
czastek, ..., w n-tej — k, czastek.

1.48. Sposrod czcionek a, a, k, s, 8, t, t, t, ¥, y losujemy bez zwrotu po jednej czcionce
i uktadamy je w kolejno$ci losowania w stowa. Obliczy¢ prawdopodobienistwo otrzymania
w ten sposdb slowa: a) as, by) akt, b.) kat, bs) syk, c¢,) atak, ¢;) kasa,
c,) styk, c,) takt, cs) tata, ¢g) tyka, d,) kasta, d,) taksa, d) tasak,
e) asysta, f) statyka, g) statysta, h) statystyk, i) statystyka.

1.49. Kazda praca pisemna z egzaminu wstgpnego jest sprawdzana dwukrotnie. Praw-
dopodobienstwo niezauwazenia bledu przez pierwsza osobg sprawdzajaca wynosi 0,08.
Dla drugiej osoby prawdopodobiensiwo to wynosi 0,05. Obliczy¢ prawdopodobienistwo,
7e blad popelniony w pracy pisemnej nie zostanie zauwazony.

1.50. Winda wyposazona jest w dwa uklady hamowania wiaczajgce si¢ automatycznie
(obydwa) w razie zerwania si¢ liny. Przy tym prawdopodobiefistwo wyhamowania przez
kazdy ukiad z osobna jest jednakowe i wynosi 0,99. Jakie jest prawdopodobiefistwo:
a) wyhamowania windy w razie zerwania si¢ liny, b) spadnigcie kabiny windy w razie
zerwania si¢ liny, jesli prawdopodobienstwo tego ostatniego zdarzenia wynosi 107°?

1.51. Rozwiazaé zadanie 1.50 przy zatoZeniu, Zze drugi uktad hamowania wlaczy sig
tylko w sytuacji, gdy nie zadziala pierwszy.

1.52. Cztery identyczne automaty produkuja w tej samej ilosci jednakowe wyroby
i dostarczaja je na przenoénik taSmowy. Przy przejmowaniu wyrobow z przenosnika za-
uwazono, ze czwarta ich czgs¢ ma usterkg spowodowang rozregulowanicm si¢ automatu.
Zakladajac, ze réwnoczesne rozregulowanie si¢ dwéch lub wigcej automatéw jest praktycz-
nie niemozliwe, znaleZ¢ prawdopodobienstwo tego, Ze przy poszukiwaniu automatu rozre-
gulowanego trzeba bedzie sprawdzi¢ wszystkie automaty.

1.53. Kodowa informacja sktada si¢ z siedmiu impulséw postaci 4, B, C odpowiednio
w ilosciach: 4, 2, 1. ZnaleZ¢ prawdopodobienstwo tego, Ze: a) pierwszym odebranym
impulsem bedzie A, b) pierwszym odebranym impulsem bedzie 4 albo C, ¢} dwoma
pierwszymi impulsami beda 4, C, d) trzema pierwszymi impulsami beda 4, B, C.
Zakladamy, Ze nie ma zaklécen (zad. 1.22).

1.54, Zdarzenia A,, A, A3, A, sa (wzajemnie) niezalezne i P(A4,)=p,. Obliczy¢ prawdo-
podobienstwo zajscia co najmniej jednego z tych zdarzen.

1.55. Produkowany wyrdb moze byé zaklasyfikowany z iednakowym nTaWdODOdO-

bienstwem do jednej z trzech klas: I, II, ITI. Okres$lamy zdarzenia — wylosowany wyrob
bedzie: I albo II klasy (zdarzenie A), I albo IH klasy (zdarzenie B) 11 albo III klasy (zdarze-
nie C). Zbadaé czy zdarzenia A4, B, C sa: a) niezalezne parami, .~ b) niezaleZne zespotowo.

1,56, Niech Q={w,, w,, w3, w,} bedzie przestrzenig zdarzen elementarnych pewnego
doswiadczenia. Zaktadajac, ze zdarzenia jednoelementowe sa jednakowo prawdopodobne,
zbadaé, czy zdarzenia 4= {w,, w,}, B={w,, 0}, C={w;, w,} 53: a) niezalezne parami,
b) niezalezne (zespotowo)?

1.57. Czy prawdziwe jest zdanie: jesli dwa zdarzenia wykluczajq sig, to s3 one zalezne?

1. 58 Wykazac ze gdy: a) zdarzenia 4, B sa niezaleZne, wtedy niezalezne s rowniez
ciwne 4’ i B, b) P(B)>0 i A<B, wtedy P(4 I B)=P(4)/P(B).

¥ L
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1.59. Oznaczmy P(AB)— P(A)P(B)=r(A, B). RéZnica ta moze by¢ dodatnia, ujemna
albo moze rownac si¢ zeru. Wartos¢ bezwzgledng tej roznicy mozna przyja¢ za miarg
zaleznosci migdzy zdarzeniami A4 i B.

a) Wykazac, ze r(4, B)=0 wtedy i tylko wtedy, gdy zdarzenia A i B sa niezaleZne.

b) Niech P(B)>0. Wykazaé, ze gdy: b,) r(4, B)=0, wtedy P(4 | B)=P(4); b,)
r(4, B)<0, wtedy P(4 | B)< P(A) (w tym przypadku mowimy, Ze zdarzenie B ma negatywny
wplyw na zajécie zdarzenia 4); bs) r(4, B)>0, wtedy P(4 | B)> P(B) (zdarzenie B ma
pozytywny wplyw na zajscie zdarzenia A).

c¢) Obliczy¢ r(Ay, 4,) dla zdarzen 4, 1 A, z zadania 1.13.

d) Obliczyé: d,) (4, A) i max r(A4, A), d,) r(4, A’) 1 minr(4, 4').

1.60. Chcemy rozpali¢ ognisko majac do dyspozycji tylko dwie zapalki. Wybrac¢ bardziej
pewna metode z dwu nastgpujacych: 1° préobujemy rozpali¢ najpierw jedng, potem drugg
zapatka, 2° probujemy rozpali¢ dwiema zlagczonymi zapatkami, jesli prawdopodobienstwo
rozpalenia ogniska pojedyncza zapatka wynosi 0,7; natomiast zlaczonymi — 0,95.

1.61. Dla pewnego obszaru prawdopodobienstwo trwania przez jedng minutg umiarko-
wanego trzesienia ziemi (zdarzenie 4) wynosi 1077, a prawdopodobiefistwo wystapienia
w ciagu minuty silnego wiatru (zdarzenie B) wynosi 107°. Wyjasni¢ dlaczego przepisy
budowlane obowigzujace na tym obszarze nie wymagaja przy projektowaniu budynkoéw
uwzglednienia lgcznego wystapienia tych dwu zjawisk?

1.62. Wyjasni¢ dlaczego w praktycznych zagadnieniach, gdy prawdopodobienstwa
P(4) i P(B) sa male, moZna przyjac, Ze

P(AUB)=P(A)+P(B)Q

1.63. Na rysunku 1.10, gdzie z,, z;, z3, z4 oznaczaja Zarowki, dane sa schematy frag-
mentéw sieci elektrycznych, Prawdopodobieristwo nieprzepalania si¢ w czasie ¢ godzin
jest dla wszystkich 2arowek jednakowe i wynosi p. Zakladajac, Ze zardwki przepalaja
si¢ niezaleznie od siebie, obliczy¢ prawdopodobienstwo ciaglego przeplywu pradu w czasie
t dla kazdego fragmentu sieci oraz poréwnaé te prawdopodobienstwa w ramach ukiadow
Zlozonych z dwdch albo trzech zaréwek i dwoch ukladow zlozonych z czterech
2arowek.

1.64. Pewien towar produkuja 3 zaklady. Prawdopodobienstwo wyprodukowania
przez te zaklady towaru pierwszej jakosci wynosi odpowiednio 0,97, 0,90, 0,86. Znalezé
prawdopodobiefistwo tego, Ze losowo wzigta sztuka towaru — sposrod trzech sztuk po-
chodzacych z roZznych zakladow — jest pierwszej jakosci.

1.65. Sposrdd trzech rownorzednych kandydatéw nalezy wybraé przewodniczacego
studenckiej grupy dzialania. W tym celu na jednej z trzech czystych kartek piszemy slowo
»przewodniczacy” i wrzucamy je do pudetka. Nastgpnie kandydaci kolegjno losujy jedng
kartke i ten, ktory wylosuje ,,przewodniczacego’ zostaje przewodniczacym. Obliczy¢ praw-
dopodobiefistwo wylosowania ,,przewodniczacego” przez kandydata losujacego jako:
a) pierwszy, b) drugi, c¢) trzeci.

1.66. Zaktady radiowe sa zaopatrywane w lampy radiowe tylko przez dwu kooperantow

K, i K,. Pierwszy z nich pokrywa zaopatrzenie zakladu w siedemdrziesigciu procentach.
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Poza tym wiadomo, ze kooperanci produkujg srednio 909 i 809, lamp o malym rozrzucie
parametr6w (tj. dobrych lamp). ZnaleZ¢ prawdopodobienstwo tego, Ze losowo wzigta
lampa: a) jest wyprodukowana przez kooperanta K;, b) jest wyprodukowana przez
kooperanta K, i charakteryzuje si¢ przy tym malym rozrzutem parametréw, ¢) charakte-
ryzuje si¢ malym rozrzutem parametrow, d) ktora okazala si¢ dobra, pochodzi od pierw-
szego kooperanta.

1.67. Na przenosnik taSmowy trafiaja jednakowe wyroby wytwarzane przez 3 automaty.
Stosunek ilosciowy produkcji automatow ksztaltuje si¢ tak jak 2 : 2 : 1. Poza tym wiadomo,
Ze automat pierwszy produkuje 85%; wyrobow I gatunku, drugi — 809, I gatunku, trzeci
— 909 I gatunku. Obliczy¢ prawdopodobienstwo tego, ze losowo wzigty z przenosnika
wyrob: a) wyprodukowany zostal przez drugi automat, b) jest wyrobem I gatunku
wyprodukowanym przez drugi automat, c) jest wyrobem I gatunku, d) ktory okazat
si¢ I gatunku, jest wyprodukowany przez drugi automat.

1.68. Koparka moze pracowa¢ w warunkach normalnych albo trudnych odpowiednio
z prawdopodobienstwami p, =0,8 i p, =0,2. Prawdopodobienstwo awarii koparki w czasie:
t wynosi 0,05 przy pracy w warunkach normalnych i 0,25 w warunkach trudnych. a) Ile
wynosi prawdopodobienstwo awarii koparki pracujacej przez czas t?  b) W ciagu czasu
t koparka ulegla uszkodzeniu, obliczy¢ prawdopodobienstwo tego, Ze pracowala wtedy
w warunkach normalnych.

1.69. Wykonujemy pomiary trzema przyrzadami, z ktérych jeden jest nieco rozregulo-

“wany. Przy wykonywaniu pomiaru sprawnym przyrzadem prawdopodobienstwo otrzymania.
bledu pomiaru przewyzszajacego tolerancjg, wynosi 0,03; prawdopodobienstwo to dla
przyrzadu niesprawnego wynosi 0,3. Znalez¢ prawdopodobienstwo tego, ze wynik pomiaru
losowo wzigtym przyrzadem: a) przewyzsza tolerancjg, b) ktdry przewyzszal tolerancje,
jest wykonany nie w pelni sprawnym przyrzadem.

1.70. Prawdopodobiefistwo tego, Zze przy danym rezimie technologicznym wyproduko-
wany wyrob odpowiada wymaganiom normy wynosi 0,9. Kazdy wyréb podlega dwuetapo-
wej kontroli i opuszcza zaklad tylko wtedy, gdy przejdzie z wynikiem pozytywnym oba
etapy. Obliczyé prawdopodobiefistwo tego, Ze wyrdb przeznaczony do sprzedazy odpowiada
wymaganiom normy, gdy prawdopodobiefistwo pozytywnego przejécia przez poszczegolne
etapy kontroli jest takie samo dla obu etapow i wynosi 0,95 dla wyrobu odpowiadajacego
wymaganiom normy i 0,1 dla wyrobu niezgodnego z tymi wymaganiami.

1.71. Kanatem lacznosci nadaje sig tylko 3 rodzaje ciggdw liter: AAAA, BBBB, CCCC
odpowiednio z prawdopodobienstwami 0,4; 0,3; 0,3. Litery te (sygnaly) podlegaja nieza-
leznie losowym zaktéceniom (przeklamaniom) w rezultacie czego np. litera A moze by¢
odebrana jako B albo C (zamiast A). Prawdopodobienistwa poprawnego przestania albo
przeklamania podaje tablica.

Sygnaly odebrane

Sygnaly nadane

A B C
A 0,8 0,1 0,1
B 0,1 0,8 0,1
C 0,1 0,1 0,8
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a) Znalezé prawdopodobienstwo odebrania na wyjsciu sygnalu: a;) AAAA, a,)
ACAA, a;) CCCC, a,) ABCA. b) Na wyjsciu odebrano sygnat ACAA, obliczyé
prawdopodobienistwo, ze zostal on nadany jako AAAA. c¢) Na wyjsciu odebrano sygnat
AAAA, obliczy¢ prawdopodobienstwo, Ze zostal on wyslany rowniez jako AAAA.

Odpowiedzi

123.a) 4; bl A4, c)Q; d) 4. 124.a) 2; b) 4.

125.a) B; bl A4, ¢)9; d) AC.

1.26. a) AcB; b) A=B; ¢) AcB;, d) AcB.

127.a) B; b) A; c¢)B;, d) 3. 128, AB=A4\(4\B).

1.29. AU B=A4 v (B\4). 130. A\AB=A\AB.

1.31.a) B; b) ABUACUBC;, ¢)ABUACUBC;, d)B; e AuB; f)B

1.32. AB=0.

1.33. Nie. Rozwigzanie. AB#J = istnieje zdarzenie elementarne w € AB. Poniewa2
AC=0, wiec w ¢ AC. Zatem @ € (AB\C) i tym samym AB\C# .

1.35. a) Np. 2={w;, ..., 06}, gdzie w;=(iy, iz, i3, is), [;=1, gdy j-ty detal, j=1, 2, 3,4,
spelnia zakladane wymagania oraz i;=0 w przypadku przeciwnym. Oczywiscie n(Q2)=
=24= ]6-

b) 45,={(0,0,0,0),(0,0,0,1),(0,0,1,0),(0,0,1,1),(1,0,1,0),(1,0, 1, 1),
(1,0,0,0),(1,0,0, 1)};

c) By=A,A,A3A,, B,=A14,A5 A}, By=A A, AS AL UAI A, AA, A AL Ay Ay U
VA AS AL Ay, By=A VA3 UA VA, Bs=A1 A3 A3A;UB;;

d) B,={(1,1,1, 1}, B,={(0,0,0,0)}, B,={(1,0,0,0),(0,1,0,0),(0,0,1,0),
(0,0,0,1}, B,=2-{(0,0,0,0)}, Bs={(1,0,0,0),(0,1,0,0),(0,0,1,0),(0,0,0

1),(0,0,0,0)}.
1.36. a) .(21={co0, 300> P600s wgoo}, gdzie w,;, i=0, 300, 600, 900, oznacza zdarzenie
elementarne: ,,ilos¢ wody pochodzaca z obszaru A wyniesie | dm?fs, (rys. 1.11);

Q,={wy, Ws00> P1000> w1soo} (rys. 1.12);

2,={w, ;}, i=0,300,600,900, j=0,500,1000,1500,
/_E_._\
[ 1711
® W1ip00 300
O(do ®W5ng
£,

Rys. 1.12. Do zadania 1.36
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gdzie w;; oznacza zdarzenie elementarne: ,,ilos¢ wody pochodzgca z obszaru 4 wyniesie
idm3/s” oraz ,,ilos¢ wody pochodzaca z obszaru B w tej samej sekundzie wyniesie j dm®/s”
(rys. 1.13).
J r

b) C= {w600, cogoo} w przypadku doswiadczenia D, i przestrzeni zdarzen elementarnych
£, Iub

Ce= {wﬁoo; 0> We00; 500: W600; 1000> P600; 15005 W900; 0> Wo00; 500> Wo00; 10005 Po00; 1500}
w przypadku doswiadczenia D, i przestrzeni zdarzen elementarnych £;;

[ —HT /S —E —-"""_'\\
® @500 ® Wo.1000 8 g, 1500
® &3p0;500 ®W3n0:1000 $ W300;1500
Rys. 1.13. Do zadania 1.36
—~—
\
® &500;1000 ® We00;1500
® Wqpg;0 ® Wg00;500 ®@g00;1000 ® Wqp0; 1500
o, ————————————

E={w1000 w1s00; W przypadku doswiadczenia D, i przestrzeni zdarzes elementarnych
92 lub
E= {a)o, 1000> @o; 15005 @300, 10005 W300; 1500, P600; 10005 P600; 1500 P900; 10005 P900; 1500}

w przypadku do$wiadczenia Dj i przestrzeni zdarzes elementarnych Q;

E—fen o3 Tubh F={n. n. On. cn
0> } lub L

. e ns (D D, oD
U, v U ouus ¥

Y5;: 1000 Wo; 1500 > P300; 05 X300; 500 w
@300: 1500} 5

G ={We00; 1000 » P600; 1500 > P900; 1000 > Wooo0; 1500} 3

H=C'E'={w; 0> ®o; 5005 @300; 0 > P300; 5004 «

1.37. 2) 2, = {Wo, W50, ©100> P150s D2005 D250, D300}, gdzie w,, 0znacza zdarzenie elemen-
tarne: ,calkowite obcigzenie 16 dm® powierzchni podlogi wyniesie m kg”; A= {®1505
W00 D250, 60300}; B={CU0, Wsos W00y W10 Cc)200}'; C= {wsoo}; E= {C!)]_so, a))_oo};

=Ql_{w250}={w0’ Wsp, WP100> D1505 D200, waoo}-

b) Q,={w; ;: i,j=0,25, 50, 75, 100, 125, 150}, gdzie w,, , oznacza zdarzenie elemen-
tarne ,,obcigzenie 16 dm? powierzchni podlogi pochodzace od pierwszego stosu kartonéw

= 1...9%.

wynosi m kg, od drugiego zas — n kg”;
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C={ws0; 150} »
E={wq; 150> @150; 05 V2s; 125» D125; 25> @50; 100> P100; 50> P75; 75> Ws0; 150> P75; 1255
@Wi25;: 755 P100; 100 -
1.38. Q={w,, w3, W3, 0y, Ws, W33, W33, Way, Wys, W33, W345 Waq, Vg5, W55, Wa33,
W32235 W24 W3255 W2335 (02345 D235 Waa4, Wags, Da55, W333, V334, D335, D34q> D3gs,
355, Waaq > Dass, Wass> Dsssy, gdzie np. w,4s oznacza zdarzenie elementarne polegajace
na zaobserwowaniu 3 pojazdéw o masie 2,4, 5 ton (w dowolnej kolejnoéci);

A={CO0,O)2,603,CU4,C05};

B={a)55 » W235, Wag4a, Waas5, Wass, D334, W335, Wagq, W3as, D355, Waaa, Dags s

C= {Cl)55 s D355, 0)455} ’

W4ss, Wsss} 3
E=C (poniewaz C<B);
F=B (poniewaz CcB);

G={wy3, W33, W34, W35, W33, W34, V35, Waq, Wyas5, Wa225 W333, Waz4, Wa25, W33,

1.39. Q={w=(L, H):

A={w=(L, H)

B={w=(L,H):

W234, CO333}-
0<L<12, 0SKH<10}, rys. 1.14a;

: 0<L<12, 0<H<min(L, 10)}, rys. 1.14b;
0<L<12, 8<H<10}, rys. 1.14c;

C={w=(L,H): 8<L<12, 0<H<I10}, rys. 1.14d ;
E={o=(L,H): 8<L<12, 8<H<10}, rys. 1.14e;
F={o=(L,H): (0<L<12, 8<H<10)U(8<L<12, 0<H<10)},
rys. 1.14f;
G={w=(L,H): O<L<H, 8<H<10}, rys. 1.14g.
1 1 3 1 5-24 80
S=i. ldla) g=-——3 b) o=—; )=,
140. 5= 14l a) 5= )35 T T ~om
5
3.5.24 80‘ (3).22_£
35 81’ 35 241
3\ 2 3\ (7
. (1) +1G) () 3
1.42. a) 7 =3’
k—1\ .2 k—1 7)
( 1 ) VB“( 1 )(1 (k=18 T+(k=1)-7 k-1
®) % B 9:8-7 8
(21)%-3!
43. ~0,000013.
1.43 101
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Q) yh b) A c) "
10 10
R
o . -~ Q N
0 12 L L 0 12 -
d) " el, 4 f) oA
10 10 - 10 ke S
\ i
\ 0
\ ad
0 N N o © o -
0 8 12 L 0 8 2 L 0 8 12 o
9,4
10 b o -
e 1 .
o 10 12 L
Rys. 1.14. Do zadania 1.39
2\ /8 2% (8 2\ /8 2\ /8 2
() 2)+(2) (4) 7 (2) (3)+(z) (1)+(2) 13
1.44. a) =—:; b) = ~0,026;
{10‘ 15 (10‘\ (5\ 9-8-7
\4 / \ 5] \3/
_ 5 5-21°
c) =——=0,000088.

(DEEE ™
(W) () )wer—so

145, a) T; b) = =(2) (W) (1_7\7) :

n
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EO+E O+ R0 54322

1 ~120°
()

1.47. a) Odpowiednio

1.46. a)

) )

n+k—m-2\ [n+k—1)\ k-1 n+k—1) . k!
bZ)"( k—m )/( k ) ©) (nﬁl)/( k ) Yo E

1.48. Wszystkie prawdopodobienstwa obliczamy w ten sam sposéb ~— korzystamy

. o, . va , 2 2 2 2
z prawdopodobienstwa koniunkcji n zdarzef, n=2,...,10. Np.: a) 5°5=z5 b5
L3_1. ) 2,2,1_ 1., 2,311 L, 2 .3.2, 3-_2_-1 11 1
98— 120 3) 1655180 S 165585 8400 &) 10587 65 1337800

1.49. 0,08-0,05=0,004.
1.50. a) 0,99+0,99—0,99-0,99=0,9999 albo inaczej: 1-0,01:0,01=0,9999; b) 0,01-
-0,01-107°=10"",

131 d) JNICLH Wh 1—1 [. 0znacza Z(J.d.l'ZGIl]E wmda z tallie wall
i-ty uktad hamowania, P(W, v W] W,)=0,99+0,01-0,99=0,9999; b) 107%.0,01-0,01 =
=10"7.

1.52. Niech 4, oznacza zdarzenie: i-ty z kolei sprawdzony automat jest sprawny. Wow-
czas P(A, A2 A)=3-32=1

153.a) 3 b) 3 o i-i=2; d)iii=ii

1.54. Poniewaz (4; U A, U A; U A, =A 1A3A3A4;, wige P(A; W A, U A3 U A))=1—~

—P(A,45A3A4)=1—(1—p )1 — p2)(1 —p3)(1 - pa).
1.55. P(4B)=1+# P(A)P(B)=%"%, wigc zdarzenia 4, B sa zalezne. Zatem zdarzenia

_A B, C nie sa narami niezaleZzne i tym bardziel nie sa zespolowo niezalezne,

aadl A sAill FANE A28 Ly 413 4 Vel Ll S LLop U LE AT £ e

1.56. a) Tak; b) tak.

1.57. W ogdblnosci nie, bo zdarzenie 4= i dowolne zdarzenie B wykluczaja si¢ i g
niezalezne, gdyz P(AB)=0=P(A)P(B). Gdy P(4)>0 i P(B)>0, wtedy zdanie staje si¢
prawdziwe.

1 4

\ " -J]-F

1.58. a) P(A'B’)=P{(A U BY}=1—P(4 U B)=...=P(4")P(B").
P(AB) r(4, B)
1.59. b) Wskazéwka: P(4|B)— P(A)—T—:-—P(A)- P 5 Q) HAy, Ay)=
=,—’5-—%-fo — 55~ —0,023; d,) r(4, A)—P(A)P(A)—p(l—p), max r(4, A)=1 dla
P(A)=p= d,) r(4, A)= — P(A)P(A"), min r(4, A)=—1.

1.60. 0,7+O,7—~0,49r-0,91<0,95, zatem bardziej prawdopodobne jest rozpalenie
ogniska dwiema zlaczonymi zapalkami.

1.61. Mozna przyjaé, ze zdarzenia 4 i B sa niezaleZzne, zatem P(AB)=P(A)P(B)=
=10"12,
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1.62, Poniewaz popelniany wtedy blad P(4B) jest zaniedbywalnie maly.

1.63. P(A4,)=p* P(4;)=p+p—pp=p(2—p); P(4,)<P(4;) przy kazdym p. P(B)=
=p* P(B,)=3p—3p*+p°.

Wskazdowka., Udowodnié i wykorzystaC réwno$¢ P(4A u Bu C)=P(A)+ P(B)+
+P(C)—P(AB)— P(AC)—P(BC)+ P(4BC); P(B;)=p(2p—p*); P(Bs)=p+p’—p-p%
P(Bs)=p+Q2p—p*)—p(2p—p*)=...=P(B,); P(B)<P(B,), P(B,)>P(Bs), P(B;)<P(By,),
P(B,)<P(Bs) przy dowolnym p e (0, 1), porowna¢ pozostale pary prawdopodobicistw
P(B). P(C)=p*(2p—p?), P(C))=p*2—p)?, P(Cs)=p*+p*—p*, P(C)=p(B3p—3p*+
+p%), P(Cs)=p p(L+p—p?), P(Ce)=p+p*—p*; P(C3)<P(C,) dla 0<p<} oraz P(C3)>
>P(C,) dla :<p<].

1.64. 1+-0,97+1-0,90+1-0,86=0,91.

1.65. 4, — wylosowanie ,,przewodniczacego” przez i-ta osobg losujaca, P(4,)=%,
P(4;)=P(A1A:)=%"}=1%, P(4;)=P(4i43)=%"1=1.

1.66. a) 0,7; b) 0,7:0,9=0,63; <¢) 0,7:0,94+0,3:0,8=0,87; d) stosujemy twier-
dzenie Bayesa: 0,63/0,87~0,72.

1.67. a) 0,4; b) 0,4-0,8=0,32; ©) 0,84; d) :x~0,38.

1.68. a) 0,09; b) :x0,44. 1.69. a) 0,12; b) 3~0,83. 1.70. ~0,9988~0,999.

1.71. Niech 4,, B;, i=1,2, 3, j=1, 2, 3, 4 oznaczajg nastgpujace zdarzenia: 4, — na
wejsciu nadano odpowiednio ciag AAAA, BBBB, CCCC, B; — na wyjsciu odebrano ciag

3

okreslony w poleceniu a;). Woéwczas: a,) P(B))= 2 P(Ai)P(Bl|A,-)=0,4-0,84+0,3-
i=1

-0,1440,3-0,14=0,1639; a,) P(B,)=0,4-0,1-0,8%+0,3-0,14+0,3-0,8-0,1%=0,02075;
a;) P(B,)=0,12295; a,) P(B,)=0,4-0,82-0,12+0,3-0,8-0,13-2=0,00304; b)~0,987;
¢) ~0,9996.
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2.1, ZMIENNA LOSOWA I JEJ DYSTRYBUANTA

2.1.1. Pojecie zmiennej losowej. W ujeciu intuicyjnym zmienna losowa (zwigzana z pew-
nym dos’wiadczeniem) to taka zmienna, ktéra w wyniku doswiadczenia przyjmuje warto$é
liczbowg zalezng od przypadku, a wigc nie dajaca si¢ ustalié przed przeprowadzeniem do-
Swiadczenia. Uzyty zwrot ,,zaleznie od przypadku” oznacza zaleZnie od zdarzenia elemen-
tarnego w, ktére zrealizowato sie w wyniku doswiadczenia. A oto definicja zmiennej loso-
wej.

Niech (£2, Z, P) bedzie dowolng przestrzenia probabilistyczng. Zmienng losowq nazy-
wamy dowolng funkcje X, okreslong na przestrzeni zdarzen elementarnych , o warto$-
ciach ze zbioru R liczb rzeczywistych, majaca nastepujace wlasnosci: dia dowolnej, ustalone;j
liczby rzeczywistej x zbior zdarzen elementarnych w, dla ktdrych spetniona jest nieréwnosé

X(w)<x, jest zdarzeniem, czyli
{w: X(w)<x}e Z dla kazdego xeR. (2.1.1)

Gdy przestrzen zdarzen elementarnych jest skoficzona, a zdarzeniami sa wszystkie jej
podzbiory, wtedy warunek (2.1.1) nie stanowi zadnego ograniczenia i wobec tego kazda
funkcja X, odwzorowujaca zbidr zdarzen elementarnych 2 w zbior R liczb rzeczywistych,

jest zmienng losowa.
Zmienne losowe oznacz zamy duzymi literaminp.: S, T, Z X, Y, ich wartoéci za$ (mmm_

2Ll -—-——-J ni ;.v-;—,‘-‘ e K2y 24 Ly S

my takze: realizacje) — odpowiednimi malymi literami: s, ¢, z, x, y, czgsto ze wskazmkaml.

2.1.2. Prawdopodobiefistwo przyjecia przez zmienna losowa wartosci z danego zbioru.
Zdarzeniami losowymi sa réwnieZ zbiory zdarzen elementarnych postaci

{w: X(w)e A}, (2.1.2)
gdzie A jest dowolnym (') zbiorem na prostej; np.: A={x,}, A=<a, b>, A=(x,, ©),
A=N, gdzie N={1,2,...}.

(') Dokladniej: dowolnym zbiorem borelowskim na prostej (np. [11]).
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Prawdopodobienstwo P (X € A) przyjecia przez zmienng losowa X wartosci ze zbioru A4,
gdzie A= R, okreslamy nastgpujacg réwnoscia

Dy

£{

XeA)=P[{w: X(w)e 4}]. 2.1.3)

Jest to wigc prawdopodobienstwo zdarzenia (2.1.2). Na przyklad gdy 4=<{a, b), wtedy

Pla<X<b)=P[{w: a<X(w)<b}].

2.1.3. Dystrybuanta zmiennej losowej i jej wlasno§ci. Z okreflenia zmiennej losowej
X wynika, Ze podzbior (2.1.1) przestrzeni zdarzen elementarnych Q jest zdarzeniem.

Mozna wigc mowic¢ o jego prawdopodobienstwie P(X <x). Funkcje Fy okreslong na calym

zbiorze R=(— o0, +o0) liczb rzeczywistych wzorem:
Fy(x)=P(X<x), x€eR (2.1.4)

nazywamy dystrybuantq zmiennej losowej X. JeZeli nie ma watpliwosci z jaka zmienng
losowg mamy do czynienia, to jej dystrybuant¢ bedziemy oznaczali literg F zamiast Fy.
Dystrybuanta F dowolnej zmiennej losowej ma nastgpujace wilasnosci F1 - F7:
Fl. 0<F(x)<1 dla kaidego x € R;
F2. lim F(x)=F(—w)=0 oraz lim F(x)=F(+x)=1,;

X— = x—++ o0

F3. jest funkciq niemalejqca;
F4. jest funkcjq (co najmniej) lewostronnie ciqglq, czyli

F(xo—0)=F(x,) dla kazdego x€ R,

gdzie F(xo—0) oznacza granice lewostronng funkcji F w punkcie xo: F(xq—0)=lim F(x);
x—'xa

F5. prawdopodobienstwo P(a< X <b) przyjecia przez zmiennq losowq X wartesci z prze-
dzialu {a, b) jest réwne przyrostowi dystrybuanty F miedzy punktami a, b:

PlagsX<b)=F(b)—F(a); (2.1.5)

F6. praw dopodobieristwo P(X = x,) przyjecia przez zmiennq losowq X dowolnej, ustalonej
warto§ci x wyraza si¢ za pomocq dystrybuanty F réwnosciq:

P(X=x0)=F(xy+0)—F(x,), (2.1.6)

gdzie F(xo+0) oznacza granice prawostronng dy strybuanty F w punkcie x,, czyli F(x,+0)=
= lim F(x);

s
AT AN

F7. jezeli G jest dowolnq funkciq o wartesciach rzeczywistych majqeq wiasnosci F2, F3,
F4, to funkcja G jest dystrybuantq zmiennej losowej.

2.1.4. Zadania rozwigzane,

ZADANIE 2.1. W grupie studenckiej przeprowadzono sprawdzian. Niech X oznacza
oceng (przy czterostopniowe]j skali ocen) losowo wybranego studenta. Czy X jest zmienng
losowa?

4 Rachunek prawdopodobienstwa
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Rozwigzanie. Tak, gdyz mamy tu do czynienia z przyporzadkowaniem poszczegdl-
nym studentom ich ocen. Przestrzenig £2 zdarzen elementarnych jest tu zbior studentow
danej grupy, zbiorem za$ wartosci zmiennej losowej X — zbiér {5, 4, 3, 2} Gdyby to byla

P -~ ~1

grupa ﬂZlCSiQClOOSODOWd, wreay zmienna losowa X IIlOgid.by Dyb okreslona np. HdSIqu-'

jaco:
X(w)=35, X(w)=X(we)=X(w;0)=4,

X(0)=X(w3)=X(ws)=X(wg)=3, X(w4)=X(wy)=2.
Wskaznik k przy symbolu w, moZna interpretowac jako numer studenta na liScie obecnosci.

ZADANIE 2.2, Niech A4 bc—;dzie zdarzeniem zwiqzanym z pewnym doswiadczeniem D,

atlrn

\111} A UIUZC ULllaDLaU W_ylLu\f\-lllU }Jall—]st\-d ll\aLU)’ UUL\—k W JUdllUlaLUW_yLLl ].LUUID }\GDLI\Q
do gry). Rozwazamy bardziej ztoZone doswiadczenie D: doswiadczenie D, przeprowadzamy
az do zajécia zdarzenia 4 (méwimy takze: az do zajscia sukcesu) po raz pierwszy. Okreslié
sensownie przestrzen zdarzen elementarnych do$wiadczenia D i podac przykiady zmiennych
losowych okres§lonych na tej przestrzeni.

Rozwigzanie. Jako przestrzen zdarzen elementarnych Q przyjmujemy .Q={cow,
W1, B3y <.y Wpy -}, gdZie @, oznacza zdarzenie elementarne doswiadczenia D polegajace
na tym, Ze zdarzenie A zrealizowato si¢ po raz pierwszy za n-tym, n € N, przeprowadzeniem
doswiadczenia Dy, w,, za$ oznacza — przy Zadnej liczbie powtérzen doswiadczenia D,
zdarzenie A nie zrealizowalo si¢. MoZna tu okresli¢ zmienne losowe, powiedzmy T i K,
np. nastgpujaco:

T (w,)=n=liczba przeprowadzonych doswiadczen D,, (1)
K(w,)=cn. (2)

Jezeli zalozyé, 2¢ jedno doswiadczenie D, jest przeprowadzane w jednej jednostce czasu,
to zmienng losowa T mozna interpretowaé jako czas oczekiwania na pierwszy sukces.
Podobnie zmienna losowa K oznacza koszt uzyskania sukcesu po raz pierwszy, jeZeli ¢
we wzorze (2) oznacza koszt przeprowadzenia jednego do$wiadczenia Dj.

2.2, ZMIENNA LOSOWA TYPU SKOKOWEGO

2.2.1. Pmeclp 7‘I'I'IIPIIIIPI Inmwm typu skokowego. er('\'}mnmv dwa

zmiennych losowych: zmienne losowe typu skokowego i zmienne losowe typu cigglego.
W tym paragrafie zajmujemy si¢ tylko pierwszymi z nich.

Moéwimy, Ze zmienna losowa X jest typu skokowego (dyskretnego), jezeli istnieje skoniczo-
ny albo przeliczalny zbiér Wy={xy, ..., X,, ...} jej wartoéci xy, ..., x,, ... taki, Ze

P(X=x;)=p;>0, ieN, (2.2.1)
.Zl pi=1, (2.2.2)

gdzie gérna granica sumowania wynosi n albo oo stosownie do tego, czy zbiér W, jest
skoficzony czy przeliczalny.

N

asadnicze tvpy
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Przy tym, réwnosé (2.2.2) nazywamy warunkiem unormowania, liczby x,, ..., Xp, ... —
punktami skokowymi (albo atomami) zmiennej losowej X, prawdopodobiefistwa za$
P1s vees Pns +» — Skokami.

2.2.2. Funkcja rozkladu prawdopodobiefistwa. Funkcj¢ p okre§lona na zbiorze W,
(por. wyzej) réwnoscia
p(x)=P(X=x)=p;, x;€W, (2.2.3)

albo, co jest rownowazne, dwuwierszowa tablica

(2.2.4)

i spelniajaca warunek unormowania (2.2.2) nazywamy funkcjq rozkladu prawdopodobieri-
stwa (krocej: funkcjq prawdopodobieristwa) zmiennej losowej X.

] )
al y=plx;} o) y=plx,)
1 T+
{¥x3,p3) {x3, 23}
L]
[Xl.‘p‘l]. lxl"p!‘) (X.I‘p’} (xispt.)
REA * xs,ps) Vi I {x5, Os)
[ I ! L8 . 1 -
X X3 |0 x; X, Xy x Xy x; 10 xy X, X x

Rys. 2.1. a) Wykres, b) histogram funkgji rozkladu prawdopodobiefistwa

Wykresem w prostokatnym uktadzie wspdtrzednych (rys. 2.1) funkeji prawdopodobiefi-
stwa jest zbior punktéw (x,, p,). Suma dlugosci wszystkich odcinkéw o koncach (x,, 0),
(x, p1), zgodnie z warunkiem unormowania (2.2.2), jest rowna jednosci. Wykres funkcji
prawdopodobienistwa uzupetniony tymi odcinkami nazywamy histogramem funkcji praw-
dopodobienstwa.

2.2.3. Dystrybuanta zmiennej losowej typu skokowego. Gdy dana jest funkcja prawdo-
podobiefistwa zmiennej losowej X, to — prawdopodobienistwo przyjecia przez t¢ zmienng
wartosci ze zbioru A4 jest okre§lone réwnoscia:

P(Xed)=Y p, (2.2.5)

x:= A
xie A
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— w szczegolnosci dla dowolnego przedziatu (a, b)) mamy

Pla<X<b)= Y p, (2.2.6)
a<xy<hb
— podobnie, przyjmujac w ostatniej rownosci a= —co, otrzymujemy wzor pozwalajacy
wyznaczy¢ dystrybuantg F skokowej zmiennej losowej X:
F(x)=P(X<x)= Y p;. (2.2.7)
—-w<x|<Xx
Liczby x; w réwnosciach (2.2.5) - (2.2.7) oznaczaja oczywiscie punkty skokowe zmiennej
losowej X.

2.2.4. Wyznaczenie funkcji rozkladu prawdopodobiefistwa, gdy dana jest dystrybuanta.
Wzor (2.2.7) umozliwia wyznaczenie dystrybuanty zmiennej losowej, gdy znana jest jej
funkcja prawdopodobienstwa. Mozliwe jest postepowanie w odwroconej kolejnosci —
majac dana dystrybuant: F zmiennej losowej X mozna znalez¢ jej funkcje prawdopodo-
bienistwa: punkty skokowe x; (czyli gorny wiersz tabelki (2.2.4)), to punkty niecigglosci
dystrybuanty F, odpowiadajace im zas prawdopodobienstwa p,=P(X=x;) (méwimy
réowniez: masy prawdopodobienstwa umieszczone w tych punktach) obliczamy na podsta-
wie wiasnosci F6 dystrybuanty (zad. 2.4).

Jezeli jest dana funkcja prawdopodobiefistwa albo dystrybuanta zmiennej losowej,
to moéwimy, Ze dany jest rozkiad prawdopodobienistwa te] zmiennej.

2.2.5. Zadania rozwiazane.

ZADANIE 2.3, Zakladajac, Ze w zadaniu 2.1 stosunek ocen b. dobrych, dobrych, dosta-
tecznych, niedostatecznych ma si¢ tak, jak 1 : 3 : 4 : 2, wyznaczy¢ dla okreslonej tam zmien-
nej losowej X:

a) funkcje prawdopodobienstwa i jej wykres,

b) dystrybuante i jej wykres,

¢) prawdopodobienistwo P(X <3,5), korzystajac:

c,) z funkcji prawdopodobienstwa,
¢,) z dystrybuanty; zaznaczy¢ to prawdopodobienistwo na rysunku z wykresem
dystrybuanty,

d) prawdopodobienstwo P(3< X <4,5), korzystajac:

d,) z funkcji prawdopodobienstwa,
d,) z dystrybuanty; zaznaczy¢ to prawdopodobienstwo na rysunku z wykresem
dystrybuanty,

e) na wykresie dystrybuanty poda¢ interpretacj¢ prawdopodobienstwa P(X=3).

Rozwigzanie. a) Niech k& bedzie wspélczynnikiem proporcjonalnoéci, N — liczba
studentow danej grupy. Wobec tego liczba studentow z oceng 2, 3, 4, 5 wynosi odpowiednio
2k, 4k, 3k, k; wszystkich studentow jest N=10k. Dlatego: ‘

p1=P(X=2)=2k/10k=2, p,=P(X=3)=4k/10k=2,
P3=P(X=4)=3k/10k=-2, p,=P(X=5)=k/10k=

=

1

(=}
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Funkcja prawdopodobienistwa zmiennej losowej X jest wigc nastepujaca:

“|2]3]4]5
p:|02]04]|03]01

4
. Oczywiscie Y p;=1.
i=1

Wykres funkeji rozkiadu prawdopodobieristiwa podano na rysunku 2.2.

y=plx;) ]

0,6
. _ (3, 0,4)
Rys. 2.2, Wykres funkcji rozktadu prawdopodobienstwa A (4 0.3)
z zad. 2.3 (2.0.2) .
0.2 ° (5. 0,1}
]
] | L i ! -
o 1 2 3 , 5  x

b) Dystrybuante znajdujemy na podstawie wzoru (2.2.7). Zmienna losowa X ma 4
punkty skokowe, wigc dystrybuanta bgdzie okreslona pi¢cioma wzorami. Kolejno otrzy-

mujemy:
dla x<2

dla 2<x<3

dla 3<x<4
dla 4<x<5

dla x>5

F(x)=P(X<x)= ) p;=0,

i~

F(x)= Z p;i=p;1=0,2,

Xi<Xx

F(x)= ) pi=p,+p.=0,6,

Xi<Xx

F(x)= Z pi=pi+p:+p3=09,

Xi<Xx

F(x)= )Y pi=pi+p:+ps+p,=1.

Xi<Xx

Znaleziona dystrybuante wygodnie jest opisaé w postaci dwuwierszowej tabelki:

] 3

¥ [(—0,2)] (2,3 | (3,4 | (4,5 | (5, +w)
6

Fx)| 0 |

2 | 9 l
i0 | 10 ‘ 10 1

Jej wykres jest podany na rysunku 2.3.

Rys. 2.3. Wykres dysirybuanty zmicnnej losowej

z zad. 2.3

y-F(x)
1,0 ——
———
0.8
0.6 N W
)
0,4 |
1F(3,5)
1
0,2 —_—
1
I
| <4 LY | L
0 1 2 3395 ¢ 5 x
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¢,) Na podstawie wzoru (2.2.7) otrzymujemy:

P(X<35)= Y P(X=x)=P(X=2)+P(X=3)=

—w<xi<3,5
=p1+p2=0,2+0,4=0,6.

c,) Prawdopodobiefistwo P(X<3,5), zgodnie z definicjg dystrybuanty, jest po prostu
wartoécia wyznaczonej juz dystrybuanty w punkcie x=3,5 (rys. 2.3):

P(X <3,5)=F(3,5)=0,6.
d,) Na podstawie wzoru (2.2.6) otrzymujemy:
P(3<X<45)= Y pi=p,+p3=04+0,3=0,7.

3gx1<4,5
d,) Na mocy wlasno$ci F5 dystrybuanty (2.1.5), mamy:
P(3<X<4,5)=F(4,5)—-F(3)=0,9-0,2=0,7.

Interpretacje tego prawdopodobieistwa podano na rys. 2.4.

y=Flx)]
1.0
|W
0,8 !
|
0,6} — | Rys. 2.4. Prawdopodobiefistwo P(3< X <4,5) jest
|  paexass T dopodobie ¢ )]
| przyrostem dystrybuanty
0,4} Px=3) F“'v5’i
[
0,2} R 1
F13h !
] i L L g -
0 vt 2 3 4 5 x

e) W mys] wlasnoéci (2.1.6) prawdopodobiefistwo P(X=3) wyraZa si¢ przy uzyciu dy-
strybuanty réwnoscia:

™

P(X=3)=F(3+0)—F(

Jest zatem ono skokiem dystrybuanty F w punkcie x=3 (rys. 2.4).
ZADANIE 2.4. Dystrybuanta F zmiennej losowej X jest okreslona nastgpujaca tabelka:
x |0, -] (=2,3) | G.5 [, +)
F(x) | 0 | o4 | o5 | 1

Wyznaczyé funkcj¢ prawdopodobienistwa tej zmiennej.
Rozwiazanie. Punkty skokowe x;, to oczywiscie punkty nieciggloéci dystrybuanty F,
czyli punkty —2, 3, 5. Pozostaje znalezé odpowiadajace im skoki p,, p,, ps. Te za$ znajdu-
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jemy na podstawie wlasnosci F6 dystrybuanty:
p1=P(X=-2)=F(-240)-F(-2)=04-0=04,
p2=P(X=3)=F(3+0)—-F(3)=0,5-0,4=0,1,
p3=P(X=5)=F(5+0)—F(5)=1-0,5=0,5.

Tak wigc funkcja prawdopodobienstwa zmiennej losowej X jest nastepujaca:

x| =2} 3 | 5
p| 04 | 01 | 05

2.3, ZMIENNE LOSOWE TYPU CIAGLEGO

Zmienna losowa X przyjmujgca wszystkie wartosci z pewnego przedziahu (albo przedzia-
téw), dla ktérej istnieje nieujemna funkcja f taka, Ze dystrybuante F zmiennej losowej X
moZna przedstawi¢ w postaci:

F(x)= jff(t)dt dla xeR (2.3.1)

nazywamy zmiennq losowq absolutnie ciqglq (inaczej: zmiennq losowq cigglq lub typu ciggle-
go), a funkcje f jej gestosciq.

Powiemy, Ze dany jest rozklad prawdopodobieristwa zmiennej losowej X typu cigglego,
jezeli jest dana jej dystrybuanta F lub gestosé f.

Rys. 2.5, Pole obszaru ograniczonego wykresem
gestosci f i osig Ox jest réwne 1

Jezeli gestod¢ zmiennej losowej X jest rozna od zera tylko w przedziale (a, b), to rozktad
nazywamy skoncentrowanym na przedziale (a, b). Wykresem dystrybuanty zmiennej iosowej
typu ciagtego jest linia ciagla.

Wlasnosci zmiennej losowej typu ciaglego:

Jezeli x jest punktem cigglo$ci gestosci f, to

F'(x)=f(x), (2.3.2)

[fdx=1 (ys. 2.5), (233)
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y=F(x)

( Rys. 2.6, Pla< X<b) na rysunku dystrybuanty
Flb)=Fla}=Pla< X<b)

Fla) F( b] F zmiennej losowej X typu cigglego
| |
| L -

a O b X

Rys. 2.7. P(a< X< b) jest polem nad przedzialem
{a, b) pod wykresem gestosci

ol

a Ol x
A P(X=¢)=0, (2.3.4)
ceR
Pla<X<b)=Pla<X<b)=P(a<X<b)=P(a<X<b)=F(b)—F(a) (rys. 2.6),
(2.3.5)
b
PlasX<b)= (f(x)dx (rys. 2.7). (2.3.6)
2.3.1. Zadania rozwigzane .
ZADANIE 2.5. W wielu sytuacjach mozna przyjaé, Ze czas X bezawaryjnej pracy ba-
danego urzadzenia jest zmienng losowa ciagla o gestosci
(1 s N\
“exp( -2 dla x>0
2P\ 77
f(x)=
0 dla pozostalych x.

Niech 1=10.

a) Obliczy¢ prawdopodobieristwo P(5<X<10),

b) Wyznaczy¢ dystrybuante zmiennej losowej X.

c) Zinterpretowaé¢ obliczone prawdopodobienstwo za pomoca wykresu gestosci
1 dystrybuanty.

Rozwigzanie. a) Korzystajqc ze wzoru (2.3.6), otrzymamy

P(5<X<10)_—§exp( 7o) dx=[—exp(—xx)1:°=e" "’ —e™120,2486.

Z interpretacji geometrycznej catki oznaczonej funkcji nieujemnej wynika, ze P(5<X<10)
jest réwne (liczbowo) polu pod krzywa gestosci nad przedzialem (5, 10) (rys. 2.8).
b) Rozpatrzymy dwa przypadki:
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Rys. 2.8. Do zadania 2.5 PI5<X<10]

dla x<0 F(x)= | 0dt=0,

0 x
dla x>0 F(x)= [ 0dt+ j—fl-dexp(—i%t)dtm[—exp(—i%t)]’(;:I_exp(__ll_ox).
— o 0
Sad 0 dla x<0,
l—exp(-;%x) dla x>0.

F(x)= {
Korzystajac ze zwiazku P(5<X<10)=F(10)—F(5), obliczone prawdopodobienstwo

interpretujemy jako réznice rze¢dnych wykresu dystrybuanty w punktach: x, =101 x, =5
(rys. 2.9).

Rys. 2.9. Do zadania 2.5

ZADANIE 2.6. Dobraé tak stale 4 i B by funkcja okreslona wzorem
F(x)=A+Barctgx dla —oo<x<®
a) byla dystrybuantg zmiennej losowej X.

b) Wyznaczy¢ gestos$¢ zmiennej losowej X.

Rozwigzanie. a) Zauwazmy, ze dla dowolnych statych 4, Be R, F(x)=A+Barctgx
jest funkcja ciggla. Na mocy whasnoéci 2, p. 2.1 stale 4 i B nalezy tak dobra¢, aby F byta
funkcja niemalejacqa speliajacg warunki:

lim F(x)=0, limF(x)=1.

W naszym przypadku przyjmuja one postaé:
lim (A+Barctgx)=A—Bin=0,

X — 0

lim(4+Barctgx)=A+Bin=1.

[Py
X2
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Rozwigzaniem otrzymanego ukiadu réwnan jest para liczb: A=%, B=1/n.
Funkcja F okre§lona wzorem

jest rosnaca w przedziale (— oo, o) i z wlasnosci 7 z p. 2.1 wynika, Ze funkcja F jest dy-
strybuanta zmiennej losowej X,
b) Wobec zaleznosci (2.3.2) gesto$é zmiennej losowej X jest postaci:
1

f(x)=1[_(l:x_-2) dla xeR. (2.3-7)

2.4. FUNKCJE ZMIENNEJ LOSOWEJ SKOKOWEJ

2.4.1. Okreslenie funkcji zmiennej losowej i jej rozklad. Niech X bedzie skokowa zmienng
losowg o zbiorze W, jej punktéw skokowych x, i funkcji prawdopodobienstwa p okreslonej
wzorem (2.2.3) lub tabelkg (2.2.4). Niech poza tym g bedzie dowolna(?) funkcja rzeczywista
0 wartosciach rzeczywistych okreslona co najmniej na zbiorze W,. Wéwczas réwnoéé

U=g(X) (2.4.1)

(rozumiana w nastgpujacy sposéb: U(w)=g[X(w)], w € Q) okreslona na przestrzeni zda-
rzeh elementarnych £ jest nowa skokowa zmienna losowa U, zwang funkcjg zmiennej lo-
sowej X o punktach skokowych u;, gdzie u;=g(x,), tworzacych pewien zbiér W,; gdy g
nie jest funkcja réznowartosciowa, to ten sam punkt skokowy u ; moze odpowiadaé wigcej
niz jednemu punktowi skokowemu x,.
Niech g oznacza funkcje prawdopodobienstwa zmiennej losowej U. Funkcja ta jest
wyznaczona przez prawdpodobiedstwa p; nastgpujacymi réwnosciami:
4;=q(u)=P(U=u))= Z p(x), xeW,, u;eW,. (2.4.2)

{xi g(xi)=ug}

Suma po prawej stronie rownosci (2.4.2) rozciaga si¢ na te wszystkie punkty skokowe x;,
dla ktérych g(x)=u; (zad. 2.7).

2.4.2, Niezaleznos¢ zmiennych losowych. Méwimy, Ze zmienne losowe X i Y (okreélone
na tej samej przestrzeni zdarzen elementarnych) sa niezalezne, gdy dla dowolnych x, y sa
niezalezne zdarzenia {X<x}, {¥Y<y} tj., gdy

P(X<x,Y<y)=P(X<x)P(Y<y). (2.4.3)
Podobnie okresla si¢ niezaleznos¢ wigkszej skoficzonej liczby zmiennych losowych okres-

lonych na tej samej przestrzeni zdarzefi elementarnych.

(') Bardziej dokladnie: niech g bedzie dowolng borelowska funkcja rzeczywista [11].
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Méwimy, Ze zmienne losowe X4, ..., X,, ... okre$lone na tej samej przestrzeni zdarzen
elementarnych, tworzace nieskonczony ciag, sa niezalezne, gdy dla n=2, 3, ..., niezalezne
s3 zmienne losowe X4, ..., X,. Dyskretne zmienne losowe X, Y sg niczalezne wtedy i tylko
wtedy, gdy sa spetnione réwnosci

P(X=x;, Y=y)=P(X=x)P(Y=y)) (2.4.4)

dla kazdej pary punktéw skokowych (x;,y)), gdzie x,€ W, y;€ W,. Zmienne losowe
X, Y odpowiednio o dystrybuantach F,, F, sg niezalezne wtedy i tylko wtedy, gdy

P(X<x,Y<p)=F,(x)F,(y) (2.4.5)

24.3, Zadania rezwiazane.
ZADANIE 2.7. Funkcje prawdopodobienstwa zmiennej losowej X przedstawia tabelka

xi|—2|—1|0|2‘3|4
| 01 | 03 | 02 | o1 | 02 | 01

Wyznaczy¢ funkcje prawdopodobienstwa zmiennej losowej U, jesli:
a) U=% X+1, b)U=X2
Rozwiazanie. a) Punkty skokowe u; zmiennej losowej U sa postact:

ui=%xi+1, gdZiC Xi€ Wx={"2’ "19092’ 3,4}0
Stad otrzymujemy zbiér W, punktéw skokowych u; zmiennej losowej U:

w={ 34

3
T 12242 ~23> ’?—}-

L RN

Aby znalezé prawdopodobiefistwa g,=P(U=u,), zauwaZmy, z¢ zdarzenia losowe
{w: U(@)=u}, {o:X@)=x}

z uwagi na roznowarto$ciowos$é funkcji okreslonej wzorem u==}x+1, sa identyczne. Za-
tem

g;=P(U=u)=P(X=x)=p;, weW,.
- Tak wigc funkcja prawdopodobiefistwa ¢ zmiennej losowej U jest nastgpujgca:

u | I S O S T T O S
o| o1 | 03 | o2 | o1 [ 02 | 0l

b=

b) Zauwazmy przede wszystkim, Ze funkeja #=x? nie jest roznowartos$ciowa w zbiorze
W,,bodla x; = —2i x, =2 otrzymujemy ten sam punkt skokowy u;=4. Dlatego konieczny
jest teraz inny, ogélniejszy sposéb postepowania. Niech mianowicie {W,, W'} bedzie podzia-
lem zbioru W,, przy czym x, € W.' wtedy i tylko wtedy, gdy réwniez —x, e W,’. W rozwa-
fanym zadaniu W,={-1,0, 3, 4}, W/={-2, 2}; oczywicie W,=W, u W,  oraz
W.n W!=0.
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Podziatowi { W, W'} zbioru W, odpowiada podzial { W,, W'} zbioru W, punktéw sko-
kowych zmiennej losowej U. W rozpatrywanym przykladzie

W,=1{0,1,9,16}, W,'={4}, zatem W,={0,1,4,9,16}.

Pozostaje wyznaczy¢ wartosci ¢, funkcji prawdopodobienstwa ¢. Poniewa2 na zbiorze W,
funkcja u=x? jest roznowartosciowa, wigc dla u, € W, otrzymujemy:

g,=P({U=0)=P(X=0)=0,2,
g, =P(U=1)=P(X=-1)=0,3,
g,=P(U=9)=P(X=3)=0,2,
gs=P(U=16)=P(X=4)=0,1.
Gdy natomiast u;=4¢ W', wtedy
g;=P(U=4)=P(X*=4)=P(X=-2 albo X=2)=
=P(X=—-2)+P(X=2)=0,1+0,1=0,2.

Z kolei zauwaZmy, Ze przy obliczaniu prawdopodobienistw ¢q,, ¢,, ¢4, gs rOWnieZ mo-
glismy postgpowaé tak, jak przy obliczaniu g¢;, uwzgledniajge, ze P(X= —x,)=0, gdy
x; € W,. Na przyklad

gs=P(U=9)=P(X*<=9)=P(X=-3 albo X=3)=
=P(X=-3)4+P(X=3)=040,2=0,2.

Jak zwykle, dla wigkszej przejrzystosci, szukana funkcie prawdopodobiefistwa g przed-
stawiamy w tabelce:
w| O | 1 | 4 | 9 | 16
@ 02 | 03 | 02 | 02 | 01

ZADANEE 2.8. Miesigczny koszt u prowadzenia przyzakladowego laboratorium jest za-
lezny od liczby x zatrudnionych w nim pracownikéw. Zalézmy, Ze zalezno$é ta jest postaci

u =15000x + 10000 /x . 0]

Pierwszy skladnik mozna interpretowac jako koszty wynagrodzenia pracownikéw (jest on
wprost proporcjonalny do liczby x zatrudnionych pracownikéw), drugi — jako inne koszty,
wprawdzie réwniez zaleZne od liczby zatrudnionych pracownikéw, ale juz nie wprost pro-
porcjonalnie. Nalezy zaplanowaé przyszle miesigczne koszty U prowadzenia przyzakla-
dowego laboratorium w budujacym si¢ zakladzie. Koszty te traktujemy jako zmienng
losowa, poniewaz zaleza one od liczby zatrudnionych pracownikdéw, ta zas$ od wielu
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czynnikow, w tym rowniez losowych, jest wobec tego zmienna losowa X. Dlatego za-
miast (1) mamy
U=15000X + 10000/ X . )

Wyznaczyé funkcje prawdopodobiefistwa g zmiennej losowej U, przyjmujac nastgpujacy
rozklad prawdopodobienstwa zmiennej losowej X:

x| 2 3| 4 | s

P | 0,10 0,25 0,40 | 0,25

Rozwiazanie. Punkty skokowe u; zmiennej losowej U sa postaci:

a4 PR Y -

g,=15000x,4+10000vx;, x€e w.={2,3,4,5}.
Stad (po zaokragleniu do czesci catkowitej), mamy

W,={44142, 62321, 80000, 97361} .

Poniewaz funkcja (1) jest réznowartosciowa, wigc
=P(U=u)=P(X=x))=p;, weW,.

N’a Laniae uwzoladniaiac

sadany rarlklad smisnnei lanenwei Y atrrumunieamv eonlranvy raz.
- ISk AU ll\.r\l Yy l_a&l!\«lllluJ‘-tV LEANACEL R ANTLIVIGAVL LAl WILAEN A3 "\dJ .ll’ VLl LJ.II.J.IJJUIJ.AJ ULUI\“IIJ FR V) Fa
kiad prawdopodobiefistwa (w postaci funkcji prawdopodobiefistwa) zmiennej losowej U:
u; | 44142 | 62321 | 80000 | 97361
q; \ 0,10 | 0,25 [ 0,40 | 0,25
2.5. FUNKCJE ZMIENNEJ LOSOWEJ TYPU CIAGLEGO
Rozwazmy zmienna losowa Y okreslong réwnoscia
Y =g(X), (2.5.1)

gdzie funkcja y=g(x) jest okreslona co najmniej na zbiorze warto$ci zmiennej losowej X.
Przypadek dyskretnej zmiennej losowej rozpatrzono w p. 2.4. Obzscnie zalézmy, Ze zmienna
losowa X jest typu ciagtego o dystrybuancie F. W prostszych przypadkach rozklad zmiennej
losowej (2.5.1) mozna wyznaczy¢ bezposrednio z definicji dystrybuanty G tej zmiennej lo-
sowej.

2.5.1. Zadania rozwigzane.

ZADANIE 2.9. Niech X begdzie zmienna losowa typu ciaglego o dystrybuancie F. Wy-
znaczy¢ dystrybuante zmiennej losowej Y= —JX,

Rozwigzanie. G(y)=P(Y<y)=P(—X<y)=P(X>—-p)=1—-P(X<—y)+
+P(X=—y)=1-F(~y), poniewaz z wlasnosci (2.3.4) dla zmiennej losowej typu ciagle-
go mamy P(X=-—y)=0.

W przypadkach bardziej skomplikowanych, jeZeli funkcja g jest $cisle monotoniczna,
wygodniej jest skorzystaé z nastgpujacego twierdzenia:
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Jezeli X jest zmienng losowq ciqglq o gestosci f skoncentrowanej na przedziale (a, b)
oraz y=g(x) jest funkcjq Scisle monotoniczng klasy C* o pochodnej g’'(x)#0 w tym prze-
dziale, przy czym x=h(y) jest funkcjq odwrotng do y=g(x), to gestos¢ k zmiennej losowej
cigglej Y=g(X) jest postaci

_[fIrMIF(|  dla e<y<d,
k(G )W{O dla pozostalych y, (25.2)

gdzie c=min(cy, d,), d=max(cy, d;), cy= lim g(x), dy= lim g(x).
x—+a+0 x—+b—-0
Zajmiemy si¢ teraz funkcjg g w (2.5.1), ktéra w przedziale (a, b) nie jest §ci§le monoto-
niczna, ale przedzial ten daje si¢ rozbi¢ na rozlaczne przedzialy (a,, b,), w ktérych funkcja
g jest $cisle monotoniczna.
Prawdziwe jest wowczas nastgpujace twierdzenie.

Jesli X jest zmienng losowq ciqglq o gestosci f skoncentrowanej na przedziale (a, b)

(w szczegdino$ci na przedziale niewlasciwym) oraz funkcja y=g(x) jest przedzialami $cisle
n—1
monetoniczna, przy czym g(x)=g,(x) dla x € (a;-1, a)), (a, b)= |J(a;-y, a) v (@._,, b),

i=1

gdzie funkcje g, sq $cisle monotoniczne, klasy C! o pochodnych g;(x)#0 dla x € (a,-,, a;),
i=1,...,n, h(y) zas sq funkcjami odwrotnymi do g,(x), to gestos¢ k zmiennej losowej
Y=g(X) jest postaci:

m(y)
YSM1 ()|  dla e<y<d,

k(y)=4{'"" (2.5.3)
0 dla pozostalych y,

gdzie ¢,=g(a)), i=0,1,...,n, c=min¢;, d=maxg;.
i i
Liczba skladnikéw m w sumie wystgpujacej we wzorze (2.5.3) nie jest stala, zalezy
bowiem od wartosci y (rys. 2.10). Dla ustalonego y € (c, d), m(y) jest liczba rozwigzan
réwnania y=g(x) w przedziale (a, b).

Rys. 2.10. Interpretacja liczby skladnikow
m(y) we wzorze (2.5.3)
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ZADANIE 2.10. Niech zmienna losowa X ma rozklad o gestosci f(x)>0 dla xeR.
Wyznaczyé gestosé zmiennej losowej Y=X?2.

Rozwigzanie. Przedzial (a, b)=(— 0, ) daje si¢ rozbi¢ na dwa przedzialy roz-
aczne (— 0, ww)=(—00, 0> U (0, ), w ktorych funkcja y=x2 jest ci$le monotoniczna.
Wyznaczmy funkcje odwrotng do y=x? w poszczegdlnych przedziatach:

1
2,/y’

1. dla x e (—0,0) mamy x———,/} oraz x'= —

2. dla x€e (0, 00): x=Jy, X'=—

2Jy

Korzystajgc ze wzorus(2.5.3), otrzymamy gesto$é zmiennej losowej Y:

JIGNE) f(Jy)
=] 272

0 dla pozostatych y.

dla O<y<oo,

ZADANIE 2.11. Niech zmienna losowa X ma rozklad réwnomierny w przedziale (— 4=, ).
Wyznaczy¢ gesto$é zmiennej losowej Y=sin X,

Rys 2.11. Do zadania 2.11

[N}

Rozwiazanie. Naszkicujemy wykres funkcji y=sinx (rys. 2.11}. Przedziat (— i, 7)
podzielimy na przedzialy (—4m, 47>, (3w, n), w ktorych funkcja y=sinx jest $cisle mono-
toniczna i wyznaczamy w nich funkcje odwrotne do y=sinx:

1) dla —dn<x<in funkcja odwrotng do y=sinx jest x=arcsiny dla —1<y<],

a jej pochodna dla —l<y<l;

1
na x \/1_

2) dla in<x<n zauwazmy, Ze y=sinx przyjmuje takie same wartosci jak y= —sinx
1

dla —in<x<0, skad x=arcsin(—y) dla O<y<1 oraz x'= — dla O<y<]l.
1-y?

Zmienna losowa X ma rozklad o ggstosci

2
— dla =in<x<m,

J(x)=
| 0 dla pozostatych x.
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Stad i ze wzoru (2.5.3) gestosé zmiennej losowej Y jest okreslona wzorem:

(2 1
— 7 = dia “"1<y$_0,
3 J1—)?
2 1 1 4
k(y)=~—( + ): ' dla 0<y<l,
I\J1=* Vi-y?) 3a1=)?
|0 dla pozostalych y.

ZADANIE 2.12. Zmienna losowa X ma rozklad o ggstosci £ Wyznaczy¢ gestos$é zmiennej
losowej: Y=aX+b, a#0.

Rozwiazanie. Funkcja liniowa y=ax+b jest $ciSle monotoniczna na calej osi (dla
a>0 rosngca, dla a<0 malejgca) i spelnia wszystkie zaloZenia podanego twierdzenia.
Wyznaczmy funkcj¢ odwrotna do niej:

1
=—(y—b);
a
.. , L o . :
jej pochodna x'=—. Jesli zmienna losowa X przyjmuje wartosci z przedzialu (— oo, o0),
a
to zmienna losowa Y teZ przyjmuje wartosci z przedzialu (— 00, o0). Zgodnie ze wzorem
(2.5.2) gestos¢ zmiennej losowej Y jest postaci
1 [y-b
k(y)=—fi——1}, yeR
al a

~ .

ZADANIE 2.13. Przez poczatek uktadu wspodirzednych przeprowadzono losowo prosta
i obrano na niej punkt M odlegly od poczatku ukladu wspotrzednych o jedrggtkg. Za-
kladajac, ze prawdopodobienstwo tego, Ze¢ miara @ kata, jaki tworzy wektor OM z wer-
sorem osi OX, bedzie zawiera¢ si¢ w przedziale (p,, ¢, +d¢) nie zalezy od ¢4, a jedynie
od dhugosci d¢ tego przedziatu, wyznaczy¢ rozklad prawdopodobienstwa odcigtej X
punktu M i obliczy¢ P(0<X<3).

Rozwigzanie. Na to aby P(p,<®P<go+dp)=F(p,-+dp)— F(p,) nie zalezalo od
@q, a jedynie od Ag, potrzeba i wystarcza, by dystrybuanta zmiennej @ byla funkcijg li-
niowa kata ¢. Poniewaz 0 <p <, wigc zmienna losowa @ ma rozklad jednostajny w prze-
dziale (0, n), a wigc o ggstosci okreslonej wzorem:

1
— dla O<g¢<m,

T
f(p)=
0 dla pozostalych ¢.

Losowa odcigta X punktu M jest funkcja kata @ (rys. 2.12): X=cos® dla 0<d<m, stad
—l<X<l.
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Pochodna x'= —sing funkcji x=cos¢ jest rézna od zera dla 0<p<mn. Funkcja od-

wrotng do niej jest p=arc cosx, a jej pochodna: ¢'= — #£0 dla —1<x<]1. Stad

/1—=x?

i ze wzoru (2.5.2) gesto$¢ zmiennej losowej X jest postaci:
1

k(x)=——— dla —1<x<l.
11:\/1—-x2

Jest to gestos¢ tzw. rozkladu arcusa sinusa. Korzystajac ze wzoru (2.3.6), otrzymamy

2

1/
1 dx 1 _ e
P(O<X<%)w*—f -———=,-——-arcs1nx =1.
) J1=x2

n )

Dosy¢ czesto spotykang w teorii niezawodnosci funkcja dodatniej zmiennej losowej
X jest tzw. zmienna logarytmiczno-normalna. Rozklad zmiennej losowej X, ktorej In X
ma rozkiad normalny (2.8.22) nazywamy rozkladem logarytmiczno-normalnym.

Rys. 2.12. Do zadania 2.i3

ZADANIE 2.14. Wyznaczy¢ gestosé rozkladu logarytmiczno-normalnego.

Rozwigzanie. Niech zmienna losowa Y=In X ma rozklad N(y, o) (2.8.22). Chcemy
wyznaczy¢ gesto$¢ k-zmiennej losowej X =e”. Funkcja x=¢” spelnia zaloZenia podanego
ostatnio twierdzenia: jest rosnaca, klasy C*, o pochodnej x' =&’ #0 w przedziale (— o0, o).

1
Funkcja odwrotng do nigj jest y=1n x dla x € (0, ), a jej pochodng y'=—; stad i ze wzo-
x

ru (2.5.2) gesto$¢ zmiennej losowej X jest okre$lona wzorem:

[ (Inx—p)?
exp| = ——

202

k(x)=

— :I dla x>0. (2.5.4)
a\/21rx

Szkic wykresu tej gestosci podaje rys. 2.13, gdzie xo=exp (u—o?) (zad. 2.166).

Rozklad logarytmiczno-normalny wykorzystuje si¢ przy badaniach: zmeczeniowych
materiatlu, hydrologicznych jako modele przeplywu w rzece, plastycznej wytrzymatosci
pretow, badz jako modele opadéw atmosferycznych.

5 Rachunek prawdopodoblefistwa
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T\

Rys. 2.13. Gestos¢ rozkladu logarytmiczno-nor-
malnego

& ()

|
0 xg=explu-a?) x

Y

2.6. CHARAKTERYSTYKI LICZBOWE ZMIENNEJ LLOSOWEJ

2.6.1. Definicje najwazniejszych charakterystyk liczbowych. W celu syntetycznego scha-
rakteryzowania zmiennej losowej, przyporzadkowuje si¢ jej pewne liczby charaktery-
zujace ja pod wzgledem np. warto$ci najbardziej prawdopodobnej, rozrzutu jej wartosci,
ksztaltu histogramu lub krzywej gestosci. Liczby te nazywamy charakterystykami liczbo-
wymi zmiennej losowej (lub jej rozkladu prawdopodobienistwa). Charakterystyki te i ich
definicje podaje tablica 2.1. Najwazniejsze z nich to: wartos¢ przecigtna, wariancja i od-
chylenie standardowe. Dlatego oméwimy je dokladnie;j.

2.6.2. Warto$¢ przecietna zmiennej losowej i jej wlasnosci. Aby na podstawie definicji
(tabl. 2.1) wyznaczy¢ warto$¢ przecigtna zmiennej losowej U=g(X) nalezaloby uprzednio
wyznaczy¢é funkcje prawdopodobienistwa albo ggsto$¢é prawdopodobienistwa zmiennej
losowej U (stosownie do tego czy jest to zmienna typu dyskretnego, czy ciaglego). Obli-
czanie wartosci przeci¢tnej zmiennej losowej U=g(X) bezposrednio za pomoca funkcji
prawdopodobienistwa albo ggstosci prawdopodobiefistwa zmiennej losowej X umozliwia
nastgpujacy wzor:

[ Y g(x)pis

xX1€ Wy

I

o~
!\)
[=))
[—y
N

EU={ ,
1_1 90 (x)dx

(przy zaloZeniu, Ze szereg i catka po prawej stronie sg bezwzglednie zbieZne).
Wartos¢ przecig¢tna, oprocz (2.6.15) ma nastgpujace wilasnosci (a, b, ¢ — oznaczaja
stale wzgledem zdarzenia elementarnego w):

E(c)=c, (2.6.16)
E(aX)=aEX, (2.6.17)
E(X+b)=EX+b, (2.6.18)
E(X—EX)=0, (2.6.19)
E(X+Y)=EX+EY, (2.6.20)

E(XY)=EX-EY, gdy X, Y sa niezalezne. (2.6.21)
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Wiasnos¢ (2.6.20) nalezy rozumie¢ jak nastgpuje: jeZeli istnieja wartoéci oczekiwane kazdej
ze zmiennych losowych X i Y, to istnieje réwniez warto$é oczekiwana ich sumy X+ Y
i zachodzi przy tym réwno$¢ (2.6.20). Podobnic nalezy rozumieé¢ réwnosé (2.6.21), gdy
X, Y sa niezaleZne.

Jezeli histogram funkcji prawdopodobienstwa lub wykres ggstosci prawdopodobien-
stwa zmiennej losowej jest symetryczny wzgledem pewnej prostej x=x, i istnieje wartosé
przeci¢tna EX, to

EX=x,. (2.6.22)

2.6.3. Wariancja zmiennej losowej i jej wlasnosci. Zmienng losowa X'—«,; nazywamy
odchyleniem zmiennej losowej X od jej wartosci przecigtnej ay . Wariancja zmiennej losowej
X, zgodnie z definicja (2.6.4), jest wartoscig przecigtng kwadratu odchylenia zmiennej
losowej od jej wartosci przecigtnej.

Wariancja zmiennej losowej ma nastgpujace wlasnosci (a, b, ¢ — oznaczajg stale
wzgledem zdarzenia elementarnego w):
D?*(c)=0, (2.6.23)
D*(aX)=a’D*X, (2.6.24)
D¥X +b)=D*X, (2.6.25)
D¥X+Y)=D?X+D?Y, gdy X i Y sg niezalezne, (2.6.26)
D*X =E(X)—(EX)*=a,~o?, (2.6.27)
D*X=E(X—-c)’—(c—a,)>. (2.6.28)

Gdy X jest zmienng losowa typu skokowego, wtedy stala ¢ w ostatniej réwnosci dobiera
si¢ tak, aby réznice x;— ¢ byly liczbami wygodnymi do dalszych rachunkéw.

2.6.4. Zadania rozwiaza

e 1LY rag etk .

ZADANEE 2.15. Dla zmiennej losowej o funkcji prawdopodobiefistwa danej tabelka
x| -2 | 2 | 4
| 05 | 03 | 02

wyznaczyC: a) wartos¢ przecigtna EX, b) kwantyl x, 3, c) mediang x, 5, d)trzema
sposobami wariancj¢ DX, e) odchylenie standardowe DX, f) odchylenie przecigt-
ne d,.

Rozwigzanie. a) Bezposrednio z definicji otrzymujemy:

EX=-2-0,5+2:-0,3+4-0,2=04.

b) Szkicujemy wykres dystrybuanty y=F(x) zmiennej losowej X (rys. 2.14). Prosta
¥=0,3 nie przecina wykresu dystrybuanty. Jednak dla punktu x= —2 mamy

F(-2)=0<03 oraz 03<F(=2+0)=0,5
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i tym samym
F(-2)<0,3<F(-2+0).

Na podstawie definicji {2.6.3) wnioskujemy, Ze liczba x= —2 jest kwantylem rzedu p=0,3
rozwazanej zmiennej losowej: x, 3= —2. Zadna inna liczba nie jest kwantylem tego rzgdu.

y=F|x}

0,8+ —_—
Rys. 2.14, Dystrybuanta zmiennej losowej z zadania 2.15 9,6

y=10.3

c) Na wykresie dystrybuanty (rys. 2.14) prosta y=0,5 pokrywa si¢ z wykresem dy-
strybuanty na przedziale (—2, 2). Dlatego dla dowolnego x € (—2, 2) mamy
F(x)=0,5<0,5 oraz 0,5<0,5=F(x+0).

Poza tym

F(-2)=0<0,5 oraz 0,5<0,5=F(-2+0).
Podobnie

F(2)=0,5<0,5 oraz 0,5<0,8=F(2+0).

Zatem dla kazdego xe{—2, 2> spelniona jest nierdwnosé
F(x)<0,5<F(x+0).

Oznacza to, Ze kazda liczba x z przedzialu domknigtego (—2, 2) jest mediang rozwazanej
tu zmiennegj losowe;.
d) Najpierw korzystamy z definicji wariancji (2.6.4):

D2X=(—2—0,4)2-0,5+(2—0,4)2 -0,34+(4-0,4)*:0,2=

-

0,54+2,56-0,3+12,96-0,2=

5,76-
2,88+0,768+2,592=6,24.

Postuzmy si¢ teraz rownoscia (2.6.28), przyjmujac ¢=2. Mamy
3
E(X—c)*= Y (x;—c)’p;=(—2-2)*-0,5+(2-2)*-0,3+
i=1

+(4—2Y*-0,2=8+0+0,8=R8.8
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oraz
(c—EX)*=(2—-0,4)>=2,56.

Zatem
D*X=88-2,56=6,24.

Wreszcie skorzystamy ze wzoru (2.6.27). Kolejno otrzymujemy:
3
E(X*)= Y xpi=(-2)*-0,5+22-0,3+4%-0,2=
i=1

=4(0,5+0,3+0,8)=4-1,6=6,4.
Uwzgl¢dniajgc znaleziong juz wartosé przecigtna, ostatecznie otrzymujemy:
D*X =6,4—0,4%=6,24.

) DX=D?X=+624~2,5.
f) Bezposrednio z definicji (2.6.6) otrzymujemy:

3
dy= Y |x;— 04| p;=|~2-0,4]-0,5+]|2-0,4|-0,3+|4—0,4-0,2=
i=1

=5(12+4,8 +7,2)=2,4

W zadaniu tym wariancje obliczyliSmy trzem

1iu tyr 1cje obliczylidémy
mozna zauwazy¢, Ze nie wszystkle te sposoby s3 jednakowo CIQZIIW w zwxqzk Z tym
zanotujemy nastg¢pujacg wskazdwke:

— gdy roznice x; — EX sa calkowite, to stosujemy bezposrednio definicje wariancji
(2.6.4)

0w
(2]

vy Iv ALl lU

1 ¥ Ae £ £ VYT
Zeli liczby x; s3 male co do wartosci bezwzglednej, to stosujemy wzédr (2.6.27),

- W pozostalych przypadkach, wykorzystujemy wtasnosci (2.6.28), obierajac przy
tym stosownie wartos¢ wyjsciowa ¢ (najczesciej jako ¢ przyjmuje si¢ liczbe catkowita
najblizsza wartosci przecigtnej).

ZADANIE 2.16. Dany jest nieskonczony ciag liczbowy (p,) postaci
p=pq“"', keN, (2.6.29)

gdzie 0<p<l, g=1—p. a) Sprawdzi¢, Ze ciag ten jest funkcja prawdopodobienstwa
pewnej zmiennej losowej K. Przyjmujac p,=P(K=k) wyznaczy¢: b) wartosé przecietna
EK, c) wariancj¢ D*K.

Rozwigzanie. a) Wszystkie p,>0. Pozostaje wobec tego sprawdzié, czy spelniony
jest warunek unormowania. Mamy

k 1 n—1

=p(l+q+q*+...+q" "+..).

Ms

1

Wyrazenie w nawiasie jest zbieznym szeregiem geometrycznym o ilorazie g (poniewaz
—1<g<1) 1 wyrazie pierwszym rownym jedno$ci. Suma takiego szeregu jest 1/(1—g).
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Otrzymujemy wigc
i k=1 11 _1
k=1pq P 1—g P p .
Przyklad zagadnienia, w ktorym w naturalny sposéb pojawia si¢ rozkiad (2.6.29) poznamy
w zadaniu 2.30.
b) Zgodnie z definicjg

o0 0 oD
EK= Y kp,=p quk_1=p2qu“1.
k=1 k=1 k=0

Bezwzgledna zbieznos¢ jest tu rownowazna zwyklej zbieznosci, poniewaz rozwazana tu
zmienna losowa ma tylko dodatnie punkty skokowe x,=k. Szereg jest oczywiscie zbiezny
w przedziale (— 1, 1). Przy obliczaniu jego sumy poshuZymy si¢ réZniczkowaniem szeregu
potegowego wyraz po wyrazie:

co Sl | d ®
EK=pYka"'=p3 & q‘=p da Xd=
d 1 1 1 PN
“Pagi=q Tu=9® o
Tak wigc wartos¢ przecigtna zmiennej losowej o rozkladzie (2.6.29) wynosi: EK=1/p.

¢) Postluzmy si¢ wzorem (2.6.27):
D*K=E(K*)~(EK)*=a,—a}. )
Drugi skiadnik obliczylismy w punkcie b):

1 2
% =(—) - @
p
Pozostaje obliczy¢ drugi moment zwykly zmiennej losowej K. Zgodnie z definicjg (2.6.10)
mamy:
=Y K’p=p Y k*q"7".
k=1 k=1

Aby méc postepowaé podobnie jak przy znajdowaniu warto$ci przecigtnej zauwazmy naj-

pierw, Ze
? ’ 1

=k(k—1)+k
Zatem
[+0] = o]
sz=quZIk(k—1) qk_z'*‘PkZlqu_l- 3

Drugi sktadnik jest znang wartoécig przecigtna «, =
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potegowy:
) k-2 ) dz dz @
kik—1)qg~ =
k;o (k—1)gq Z el B qu

d> 1 2 2
d*l-g (1-g* p*
Wracajac kolejno do rownosci (3), (2), (1), otrzymujemy ostatecznie:

2 1 1
D’K=pg—t———=2. (2.6.31)

PP p p* p’
ZADANIE 2.17. Pracownik obsluguje m jednakowych maszyn ustawionych w rzedzie
w réwnych odstgpach o dlugosci /. Prawdopodobienistwo tego, Ze maszyna bedzie wyma-
gata obshugi jest jednakowe dla kaidej maszyny. Maszyny sa obstugiwane w kolejnosci
zgloszen (nie ma priorytetow). Obliczyé przecigtna dlugoé¢ EL drogi L jaka pokonuje
pracownik przy przechodzeniu do nastgpnej maszyny (by¢ moze tej samej) wymagajacej
obstugi, jezeli nie wiadomo, ktéra maszyna byla obstugiwana.

Tablica 2.2.

_ k

! 1 2 3 4 k m—1 m

i G i 2 3 k—1 m-—2 m—1

2 1 0 1 2 k-2 m—3 m-2

3 2 1 0 1 k-3 m—4 m-—3

4 3 2 1 0 k—4 m-—35 m—4

k k—1 k—2 k-3 k—4 0 m—k—1 m—k
m—1 m-=2 m-—3 m—4 m—35 m—k—1 0 1

m m—1 m—2 m—3 m—4 m—k 1 0

Rozwiazanie. Droga L jaka musi przeby¢ pracownik jest zalezna od numeru maszyny
aktualnie obshugiwanej i od numeru maszyny, ktéra bedzie obslugiwana w nastgpnej
kolejnosci. Niech wigec a, oznacza droge (w jednostkach /) jaka pokona pracownik ob-
shugujacy i-ta maszyne, gdy nastgpna w kolejnos’ci do obstugi jest k-ta maszyna. Poniewa2
i, kK moga przyjmowaé dowolne wartosci 1, ..., m, wigc wszystkich mozliwosci jest m?3.
Wymieniono je w tablicy 2.2. W tablicy fm stepuja tylko liczby 0, 1 ,m—1, przy tvm

ALALCAIIAD LEag v LD SR wv vy LRSS 2L Y Ay eengiiv Ay pradiy vydad

liczba
0 wystgpuje m-krotnie,
1 wystgpuje 2(m—1)-krotnie,

------------------

------------------

m—1  wystepuje 2-krotnie.
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Zgodnie z warunkiem zadania wszystkie mozliwe sytuacje (jest ich m?) sa jednakowo
prawdopodobne. Zatem otrzymujemy nastgpujaca funkcje prawdopodobiefistwa zmiennej
losowej L:

1
— gdy k=0,
m
pe=P(K=kl)=
2(m—k)
———, gdy k=1, ...,m—1
| m
lub w postaci tabelki
x| o | v | 20 | o] K| . [(m=1)
1 2(m—1){2(m-2) 2(m—k) 2
Pe m m? m? m? “m?

Majac znaleziona funkcje prawdopodobienstwa zmiennej losowej L, mozemy znalezé
jej warto$¢ oczekiwana EL:

m=1 m=1 2m—i)_ 2 m=1

EL= Zklpk—le (mZk Zkz

m—1

mY k=m}(l4+m—1)(m—1)=3m*(m—1)
oraz o
" k= g (m— 1) m(@m—1).
Ostatecznie otrzymujemy o

m?—1

EL=-2—IE[%mz(m—1)+%(m-—1)m(2m—1)]= l.
m 3m

Na przyklad gdy m=3, wtedy EL=31, jeSli m=4, to EL=31.

ZADANIE 2.18. Zmienne losowe X i Y majg rozklady zadane nastgpujacymi funkcjami
prawdopodobienstwa:

x| ol 1] 2|5 wl-1] 1| 3 | 5
p| 01 | 04 ] 03] 02 P} 02 ] 03] 03] 02

Naszkicowaé histogramy. Na podstawie ich wygladu bez przeprowadzania rachunkéw
ocenié znak wspdlczynnika asymetrii y, w obu przypadkach. Nastepnie obliczyé te wspél-
czynniki.

Rozwiazanie. Histogramy pokazano na rysunku 2.15. Z ich ksztaltu przypuszczamy,
Ze wspolczynnik yp, dla przypadku:

a) bedzie dodatni, bo znaczna cze$¢ masy prawdopodobieristwa rozmieszczona jest
na prawo w duzej odlegloéci od najbardziej prawdopodobnego punktu skokowego x,=1
(gdy y,>0, wtedy mowimy, ze rozklad ma asymetri¢ prawa);

b) bedzie réwny zeru, poniewaZz histogram jest figura symetryczna wzgledem punktu
x=2.

a) ; b)
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a) b}
A
y=plx} y=plx;)
0,6 0,61
0,41 0.4}
0,2 I ] 0,2+ ]
, ! ! | | | -
0 1 z 3 4 5 x -1 0 1 2 3 4 5 x
Rys. 2.15. Histogramy funkcji rozktadu prawdopodobienstwa zmiennych z zadania 2.18
Tablica 2.3,
X P X1t x—EX (xi—EX)* | (xi—EX)® | (xi—EX)?p, | (xi— EX)*p;
0 0,1 0 -2 4 -8 0,4 -0,8
1 0,4 0,4 -1 1 -1 0,4 -0,4
2 0,3 0,6 0 0 0 0 0
5 0,2 1 3 9 27 0,9 5,4
2 1,7 4,2

W przypadku a) konieczne do obliczenia momentu centralnego u; i wariancji pu,
otrzymujemy:

s 42 4T o
yl: == —= ~ 3 b]
K2 \/Hz 1,717 L7?
a wigc zgodnie z przewidywaniem y, > 0.
W przypadku b), postgpujac podobnie, otrzymaliby$Smy u3;=0 i tym samym y, =0.
Ogélnie: moment centralny dowolnego rz¢du nieparzystego zmiennej losowej o rozkladzie
symetrycznym jest rowny zeru (o ile istnieje).

ZADANIE 2.19. Zmienna losowa X ma rozklad o ggstosci:

6x(1—x) dla O<x<l1
f (x)“{o dla pozostalych x.
Obliczy¢ wartoS¢ przecietng i wariancj: a) zmiennej losowej X,  b) zmiennej losowe]

Y=2Xx-1.
Rozwiazanie. a) Korzystajac z (2.6.1), mamy

1
EX=6 [ x*(1—x)dx=6[4x*—1x*]3=4%.
)
Aby obliczy¢ Var X, stosujemy wzor (2.6.27):

1
DZX=6£x3(1—x)dx—.§=%_41=2_16_
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b) Z wilasnosci (2.6.17) - (2.6.18) wartosci przecigtnej:
EY=E(Q2X—-1)=2EX-1=2-4—-1=0.
Podobnie, wykorzystujac wlasnosci wariancji, otrzymamy
D*Y=D*(2X —1)=4D*’X=4"55=5.

ZADANIE 2.20. Wytrzymalos¢ X (w kg) przedzy Inianej w pewnej partii przgdzy ma roz-

ktad o gestosci
1 (x—1)
f(x)= —CXP[ ]
0,2+/2n 0,08

Obliczy¢ wartos¢ przecigtng wytrzymatosci przedzy.
Rozwigzanie. Z definicji wartosci zmiennej losowej ciaglej:

o0

1 J‘ [ (x-—1)2]
——| Xexp| — dx.
0,2+/2n 0,08

— 0

EX=

Dokonujac w calce podstawienia y=x—1, otrzymujemy:

Z istnienia ostatniej calki i nieparzystosci funkcji podcalkowej wynika zerowanie sig¢
pierwszego skladnika, a wiec

EX=1 kg.

ZADANIE 2.21. Wykazaé prawdziwosé wzoru (2.6.28).
Rozwiazanie. D>*X=E(X—- FY\Z.,FT(Y—r-\-I-(r-—FY\]Z Ff(Y—r‘\z-l-?(Y—c)( »—

—EX)+(c—EX)*]=E(X—c)*—2(c— EX)E (c=X)+(c—EX)Y*=E(X—c)*—(c—EX)>
W szczegélnym przypadku ¢=0 otrzymujemy wzor (2.6.27).
ZADANIE 2.22. Obliczy¢ trzeci moment zwykly zmiennej losowej X o gestosci prawdo-

podobienstwa:
(A7~ __ 11\3

fe=go "

A1
aia 1&.&&&,

dla pozostalych x.

Rozwiazanie. Zastosujemy wzor (2.6.10) dla r=3:
2 2
ay=4 [ X*(x—=1)’dx=4 [ x*(x*-3x*+3x—1)dx=
1 1
2
=4{(x5—3x5+3x4—x3)dx=4[;x7—§x5+§x5—§x4]f=

128 1 1 6 3 1 34
=4(F—7-32+ 5+ 5 —5—4+3)=53%.
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ZADANIE 2.23. Niech zmienna losowa X ma rozklad o gestosci

F)= {%x dla 0<x<2,

poza tym.

Wyznaczy¢ mod¢ i mediane zmiennej losowej X.

Rozwiazanie. Jak wida¢ funkcja f'nie osigga maksimum lokalnego w zadnym punkcie
przedzialu <0, 2), a wigc rozklad ten nie ma mody. Dystrybuanta tego rozkladu jest
funkcja:

0 dla x<0,
F(x)={ [3tdt=1x*> dla 0<x<2,
(1]
ll dla x>2.

Korzystajac ze wzoru (2.6.2), otrzymamy, ze mediana jest rozwigzaniem réwnania: 4x =
nale2acym do przedziatu (0, 2), skad x=.,/2=x, .

ZADANIE 2.24. Naszkicowaé¢ wykres gestoSci prawdopodobiefistwa dla rozkladu:
a) jednomodalnego, b) wielomodalnego, c¢) nie majacego mody, d) o asymetrii
prawej (y,>0), ¢) o asymetrii lewej (y,<0), f) majacego przedzial median.
Rozwiazanie. Patrz rys. 2,16

LLg A= =B34 202 Leall

o=

ZADANEE 2.25. Poréwnaé wspélczynniki skupienia dwdch rozkladéw o gestosciach:

(
dla |x|<1./2,
filx)=

=

dla pozostatych x,

x+1 dla —-1<x<0,
fa(xX)={—x+1 dla 0<x<l1,
t 0 dla pozostatych x.

Rozwiazanie. Wykresy gestosci f;, f, przedstawia rysunek 2.17. Wartosci przecigtne
w obydwu rozkladach sg réwne zeru:

EX1=E_X2=0.

Wariancja w rozkladzie o ggstosci f; symetrycznej wzgledem x=0 jest réwna drugiemu
momentowi zwyklemu:

V272
ry 2 [ o, S0 T
L’ A Ehar— J X ax \IAI_—X _I —E’

podobnie czwarty moment centralny jest réwny czwartemu momentowi zwyklemu:

v2j2

2 ., 1,7 1
=e—— dx=./2] — =—
Ha szx * \/_[sx]o 20
0
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rozkltadu antymodalnego, d) gesto$¢ f rozkladu o asymetrii prawej (y;>0), e) gesto§¢ f rozkladu
o0 asymetrii lewej (¥, <0), f) gestosé frozkladu prawdopodobiefistwa majgcego przedzial {a, b) median

Rys. 2.17. Gestosdei rozkiadéw o tej samej wartoéci
przecietnej i wariancji, a réznych wspolczynnikach
skupienia (zad. 2.25)

il \; <
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Stad wspdlczynnik skupienia dla pierwszego rozkladu jest réwny
K,=35=18.

Podobne obliczenia wykonujemy dla rozktadu o gestosci f, symetrycznej wzgledem x=0:

D*X,=2 | ¥(1—x)dx=2 [ (¥ ") dx =21~ =1,
(4] 0

1 1
pa=2 [ x*(1=x)dx=2 [ (x*—xV)dx=2(¢-1) =1,
0 0

a wiec

Z porownania wspolczynnikow skupienia obydwu rozkladdéw i z wykreséw gestosci
wida¢, ze mimo réwnych wartosci przecigtnych i wariancji tych rozktadéw, skupienie
wartosci poszczegélnych zmiennych wokot ich wartosci przecigtnych jest rézne, przy czym
dia rozkladu o gestosci f; wspolczynnik skupienia jest mniejszy, a wigc skupienie wartosci
zmiennej X; wokd! przecigtnej jest mniejsze niz dla drugiego rozkladu.

ZADANIE 2.26. Obliczy¢ wspolczynnik asymetrii rozktadu o gestosci

f12x(1-x)* dla 0<x<1,
1 o dla pozostatych x.

fixY=
J AN

Rozwiazanie. Wartos¢ przeci¢gtna zmiennej losowej X
: 2 2 ! 2 3 4 2
EX=12Jx (1-x) dx=12£(x —2x"+xM)dx=%.
Wariancj¢ obliczamy ze wzoru (2.6.27):
1 1
D*X=12 [ x’(1 = x)’dx—5=12 { (x* = 2x*+x°)dx— 0,16 =
0 (4]

=0,2-0,16=0,04.
Stad D?X=0,04, odchylenie za$ standardowe o=0,2.
Trzeci moment centralny otrzymamy, obliczajac calke

1
f3=12 { (x—0,4)’x(1—x)’dx=0,13.
0

Stad wspotczynnik asymetrii

3

0,13
Vi =g3=16,25>0

>

jest dodatni, a wigc mamy rozklad o asymetrii prawej.
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Rys. 2.18. Gestosci dwoch rozkladow o tej > /
N

D RN
- G | i
samej wariancji, a réznych wspolczynni- Py [ i
. , . 3 ‘ 1 P
kach zmiennosci : i 5k)
t |
'
1

—
0

ZADANIE 2.27. Wzrost ludzi w pewnej grupie zawodowej jest zmienng losowa X typu
ciaglego o wartosci przecigtnej EX=1,70 m i odchyleniu standardowym ox=0,05 m,
masa zas — zmienng losowa Y typu ciaglego, dla ktérej EY=065 kg i oy=3 kg. Porownaé
wspolczynniki zmiennosci dla obydwu zmiennych losowych.

Rozwiagzanie.
_Ox 005 1 oy 5 1

Wspoliczynnik zmiennosci v, jest wicksz od v,, to znaczy, Zze badana grupa ludzi jest

hnrdrial arrA¥nicnwana weralad fyxr>aln

vaiuLiv] Liviiiivowalia Wle%ulll\u \WLE[E cin

s¢, NiZ na pierwsza tj. wzrost.

b ss 2 S

an rarha -
lusq Veily pestsy

~ - -y

netrdal eeraniateas) a A
Aliusvl PLLVVIGLLIC]) lia u

2.7. NIEKTORE ROZKLADY SKOKOWE

2.7.1. Skokowy rozklad réwnomierny. Mo6wimy, Ze zmienna losowa X ma skokowy
(dyskretny) rozklad réwnomierny, jezeli jej funkcja prawdopodobienstwa jest postaci:

xi| %0 | x| e | %,
pill/nllln!...llln

Jest to zatem zmienna losowa typu skokowego majgca skoniczong liczb¢ punktéw skoko-
wych x; i réwne skoki p,. Histogram funkcji prawdopodobienstwa podano na rysunku
2.19.

21.1)

[ §
y=p(x;]
Rys. 2.19. Histogram funkcji prawdopodo-
biestwa rozkladualr’(:')\::o::ilernego n 1 n 1 n 1 i}; i}l
IJ’ n n
Xy X O % ’l‘l. Xn-1 Xn X

Warto$¢ przecigtna i wariancja zmiennej losowej o skokowym rozkladzie réwno-
miernym, zgodnie z (2.6.1) i (2.6.4), wyrazajg si¢ réwnosciami:
1 n 1 2
— Y x, DX=—Y (x,—EX)’. (2.7.2)
n =1 n i=1

6 Rachunek prawdopodobiefistwa
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Z wzoréw tych wida¢, Ze: warto$¢ oczekiwang i wariancj¢ zmiennej losowej o skokowym
rozkladzie réwnomiernym mozna traktowaé jako $rednia arytmetyczna X i wariancje
s* zaobserwowanej probki x,, ..., X, z populacji generalnej (czgsé¢ II, wzory (1.3.1)

1)

i(1.5.)).

2.7.2. Rozklad jednopunktowy, Moéwimy, Zze zmienna losowa X typu skokowego ma
rozklad jednopunktowy (rozkiad zdegenerowany), jeeli jej funkcja prawdopodobiefistwa
jest postaci:

Xq I X1

Pill

Ma wigc ona tylko jeden punkt skokowy, w ktérym skupiona jest cata masa prawdopo-
dobienstwa. Jest ona przypadkiem szczegolnym (gdy n=1) zmiennej losowej o skokowym
rozkladzie réwnomiernym (2.7.1).

Wartos¢ oczekiwana i wariancja zmiennej losowej X o rozkladzie jednopunktowym
dane s3 réwnos$ciami:

(2.7.3)

EX=x,, D*X=0. (2.7.4)

Zmienna losowa o rozkladzie jednopunktowym jest modelem dla wielkosci, ktdre
przy blizszej analizic okazuja si¢ wielkosciami zdeterminowanymi. Pozwala ona zaliczy¢
zmienne zdeterminowane do zmiennych losowych.

2.7.3. Rozklad zero-jedynkowy. Moéwimy, Ze zmienna losowa X typu skokowego ma
rozklad zero-jedynkowy z parametrem p, p € (0, 1), jezeli jej funkcja prawdopodobiefistwa
jest postaci:

x 101

p|q|p

Ma wigc ona tylko dwa punkty skokowe x; =01 x,=1. Histogram funkcji prawdopodo-

~ o~

bienstwa pokazano na rys. 2.20.

g=1-p. (2.7.5)

A
y=plx;
1,0

Rys. 2.20. Histogram funkcji prawdopodobiedstwa rozkladu zero-
1 -jedynkowego
b

|
fe |

©

Warto$¢ przeci¢tna, wariancja oraz moment centralny u,; zmiennej losowej X o roz-
kladzie zero-jedynkowym z parametrem p wyrazaja si¢ wzorami:

EX=p, DX=pq, py=pq(1—2p). (2.7.6)
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Zmienna losowa o rozkladzie (2.7.5) jest zwiazana z doswiadczeniem losowym, w kto-
rym wyniki sa dwojakiego rodzaju: jako majace interesujacg nas cechg (wtedy kladziemy
X(w)=1, 1 nie majace tej cechy (przyjmujemy wtedy X(w)=0).

2.7.4. Rozklad dwumianowy. Méwimy, 2e zmienna losowa K typu skokowego ma
rozkiad dwumianowy (rozkiad binomialny, rozklad Bernoulliego) z parametrami (n, p),
ne N, 0<p<l, jezeli jej funkcja prawdopodobienstwa p,=P(k, n, p)=P(K=k) jest
postaci:

P(k,n, p)= ()pkq" E k=0,1,..,n, 217

odzieag=1—n
gdzieg=1—p.

Przyjmuje wiec ona z dodatnimi prawdopodobiefistwami n41 wartosci: 0, 1, ..., n.
Wsrdd nich jest jedna albo dwie wartosci najbardziej prawdopodobne:

— gdy (n+1)p jest liczbg catkowita, wtedy tymi warto$ciami sa liczby
k,=(n+1)p-1, ,=(n+1)p, (2.7.8a)

— jesli (m+1)p nie jest liczba catkowita, to istnieje jedna najbardziej prawdopodobna
wartos¢ k, dana wzorem

h‘h

ko=[(n+1)p], (2.7.8b)

gdzie [x] oznacza najwigksza liczb¢ catkowita nie przekraczajaca liczby x, zwang cz¢scia
catkowitg liczby x (calodcia z Xx).

Warto$¢ przecietna, wariancja i moment centralny g, zmiennej losowej K o rozkladzie
dwumianowym z parametrami (n, p) wyrazaja si¢ wzorami:

EK=np, D?K=npq, p3=npq(l—2p). (2.7.9)

Zmienng losowa K o rozkladzie dwumianowym z parametrami (», p) mozna interpre-
towaé jako mozliwa liczbe sukceséw (czyli realizacji pewnego zdarzenia A) w dowolnej

At oA 2w A~durradrrzaninnlh n n “f"ﬂ“'l‘l\“’rﬂr""l\n‘lf\l‘! ﬂnnr‘ﬂ;a lr 4 nocfnnu;on\rm;

kUlCJllUBUl W kB aoswiaalzeniacii g, ..., i, PIZCPTOWAGZON YO ZZ0GNIC Z NASIPUjqLylill
warunkami schematu Bernoulliego: 1° doswiadczenia Dy, ..., D, sa niezalezne oraz 2°
prawdopodobiefistwo p obserwowanego w poszczegélnych doswiadczeniach D, zdarzenia
A jest jednakowe w kazdym doswiadczeniu D;. Zatem

P(zdarzenie A zrealizuje sie k razy)= ( \ Yk,

Zmienna losowa K o rozkladzie dwumianowym wigZe si¢ ze zmiennymi losowymi
o rozktadach: Poissona 2.7 10), normalnym (2.8.22) oraz ze zmienng losowg o1 ozkladzi
zero-jedynkowym w nast¢pujacy sposob:

— gdy n=1, wtedy zmienna losowa K staje si¢ zmienng losowa o rozkladzie zero-
-jedynkowym (2.7.5),

— jezeli n>1, to zmienna losowa K o rozkladzie dwumianowym z parametrami
(n, p) jest suma n niezaleznych zmiennych losowych X, o tym samym rozkladzie zero-

-jedynkowym z parametrem p:

(1?

K=X,+..+X,. (2.7.10)



84 2. Zmienne losowe jed owymiarowe

Dia rozkladu dwumianowego zachodzi tzw. twierdzenie o dodawaniu wzgledem para-
metru n. Jezeli zmienna losowa K, ma rozklad dwumianowy z parametrami (n,, p) i K,
Jest zmienng losowq o tym rozkiladzie z parametrami (n,, p) oraz zmienne losowe K, i K,
sq niezalezne, to rowniez zmienna losowa K=K, + K, ma rozkiad dwumianowy z parame-
trami (n, p), gdzie n=n,+n,.

2.7.5. Rozklad hipergeometryczny. Mowimy, Ze skokowa zmienna losowa K ma roz-
klad hipergeometryczny z parametrami (N, M, n), gdzie N, M, n — liczby naturalne oraz
M, n< N, jedli jej funkcja prawdopodobienistwa p, = P(k; N, M, n)=P(K=k) jest postaci:

{Al\ (N—M)
\k)\n—k) k=0, ,n, n<N,
Plle; N, M, n)= (N) ’ ksM k n, n— k<N M. (27.1D)

Wartos¢ przeci¢tna, wariancja i moment centralny u; zmiennej losowej K o tym roz-
kladzic wyrazaja si¢ za pomocg jego parametrow nastgpujgcymi wzorami:

EK=np, D2K=n“c£v~——i,
N=1 (2.7.12)
(N—n)(N—2n) ) M
u3=npq(1—2p)(NF1)(N_2), gdzie  p=-—-, 4q=1-p

Zmienna losowa K o rozkladzie hipergeometrycznym z parametrami (N, M, n) ma
nastepujacg interpretacje: jest ona moziiwa liczba elementéw majacych wyrézniong cechg
A wsiréd n elementow wylosowanych bez zwrotu z populacji N elementéw, wsrod ktérych
przed rozpoczg¢ciem losowania znajdowato sie M elementéw majacych tg ceche A.

M
Gdy N—w, M-, ale tak, Ze P O0<p<1, wtedy P(k; N, M, n)—»P(k; n, p),

czyli: rozklad hipergeometryczny z parametrami (N, M, n) jest zbiezny do rozkladu dwu-
mianowego z parametrami (n, p): wynika stad nastgpujace przyblizenie rozktadu hiper-
geometrycznego rozkladem dwumianowym:

N—-M :
(_kl_(_"\L) () H1—pyE. (2.7.13)
\t)

2.7.6. Ujemny rozklad dwumianowy. Mowimy, Ze skokowa zmienna losowa K ma
ujemny rozklad dwumianowy (rozklad Pascala) z parametrami (v, p), ve N, 0<p<]1,
jesli jej funkcja prawdopodobienistwa p,=P(k; v, p)=P(K=k) jest postaci:

Plk;v, p)= ( )pq v, k=v,v+1, ..., g=1-p. (2.7.14)
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Jej warto$¢ przecigtna, wariancja i moment centralny u; dane sg wzorami:

v 2—
EK=—, D}K=1, y3=‘u. (2.7.15)

p p p

a

Zmienng losowa K o rozkladzie (2.7.14) mozna interpretowaé jako liczbe doswiadczen
przeprowadzonych wedlug schematu Bernoulliego, z prawdopodobienistwem p sukcesu
w pojedynczym doswiadczeniu, potrzebna do uzyskania v sukcesow.

Jesli dodatkowo zatozyé, Ze jedno doswiadczenie przeprowadza si¢ w jednostce czasu,
to rozwazana tu zmienna losowa K jest czasem oczekiwania na v sukcesow.

Dla ujemnego rozkladu dwumianowego, podobnie jak dla rozkladu dwumianowego,
zachodzi twierdzenie o dodawaniu wzgledem parametru v .

Ujemny rozklad dwumianowy, gdy v=1, nosi nazwe¢ rozkladu geometrycznego z pa-
rametrem p.

2.7.7. Rozklad Poissona. Mowimy, ze skokowa zmienna losowa K ma rozklad Pois-
sona z parametrem A, A>0, jesli jej funkcja prawdopodobienstwa p,=P(k; ))=P(K=k)
jest postaci:

k

A
P(k;1)=e“*—k~|, ke Ny=Nu {0}. (2.7.16)

Przyjmuje wigc ona z dodatnimi prawdopodobienstwami przeliczalna liczbg wartosci.
(Zauwazmy, ze utamek A*/k! jest (k4 1)-szym wyrazem rozwinigcia funkcji e* w szereg
Maclaurina.)

Jej warto$¢ oczekiwana, wariancja i moment centralny u, sa rdwne parametrowi A:

EK=1, DK=1, p,=A. (2.7.17)

Rozklad Poissona zadany funkcja prawdopodobienstwa (2.7.16) wigze si¢ z rozkladem
dwumianowym (2.7.7) nastepujacym twierdzeniem:

Jezeli K, ..., K,, ... jest ciqgiem zmiennych losowych o rozkladzie dwumianowym od-
powiednio z parametrami (1, p,), ..., (n, p,), ... oraz np,—A, A>0, gdy n— o, to

L 1k
lim (:) - p,,)"_k=e_l?'", ke N,, (2.7.18)

czyli: ciqg rozkladéw dwumianowych jest zbiezny do rozkladu Poissona z parametrem A.

Dla duzych n wynika stad nast¢pujace przyblizenie Poissona rozkiadu dwumianowego:

AF
ny k n—k., —2
(k) pq ‘me mEk A=np. (2.7.19)

Przyblizenie to jest dla celéw praktycznych wystarczajaco dokladne, gdy: n>50, p<0,1,
np<10.
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Rozklad Poissona jest rozkladem granicznym réwniez dla rozktadu hipergeometrycz-
M M
nego (2.7.11). Mianowicie: gdy N— o0, M— 0, n— 0, ale tak, Ze 7\{—-—»0 in TV—-»}., A>0,

wtedy P(k; N, M, n)—P(k; ). Wynika stad nastepujace przyblizenie Poissona rozkladu
hipergeometrycznego:

M\ IN-M )

(" ( Nk ] om? A

A

Dla rozkladu Poissona zachodzi twierdzenie o dodawaniu. Sformulowanie tego
twierdzenia pozostawiamy Czytelnikowi. Prawdziwe jest réwniez twierdzenie odwrotne:

(2.7.20)

Jezeli skokowe zmienne losowe X, X,, przyjmujqce z dodatnimi prawdopodobieristwami
wartosci 0, 1, 2, ..., sq niezalezne oraz ich suma X=X, + X, ma rozklad Poissona z para-
metrem A, to zmienne te réwniez majq rozklad Poissona odpowiednio z parametrami A,
Ay takimi, Ze Ay +A4,=2 (udowodnil je Rajkow).

2.7.8. Zadania rozwigzane,

ZApANIE 2.28. Prawdopodobiefistwo nieprzekroczenia przez pewien zakltad pracy
dobowego limitu zuzycia energii elektrycznej (bez wylaczenia niektérych maszyn) wynosi
p=0,8. Niech K oznacza mozliwg liczbe dni w 5-dniowym tygodniu pracy, w ktérym nie
nastapilo przekroczenie limitu (przy zaloZeniu, Ze wylgczanie urzadzenn nie wchodzilo
w rachubg). Wyznaczy¢: a) funkcje prawdopodobienstwa zmiennej losowej K i jej histo-
gram, b) dystrybuantg i je} wykres, c) prawdopodobienstwo, Ze co najmniej w trzech
dniach limit nie zostanie przekroczony, d) najbardziej prawdopodobna liczbe dni,
w ktoérych limit nie zostanie przekroczony i prawdopodobienstwo takiej liczby dni, e) ta-
kie p, aby najbardziej prawdopodobna liczba dni, w ktérych limit nic zostanie przekro-
czony, wynosita: ¢,) 4 albo 5 dni, ¢,) 5 dni, f) warto$¢ przecigtnag i wariancje zmiennej
losowej K, g) wspolczynnik asymetrii rozkladu zmiennej losowej K.

Rozwiazanie. Poniewaz: 1° obserwujemy tu n=>5 razy zajscie tego samego zdarzenia
A=nieprzekroczenie w ciggu doby limitu zuZycia energii, 2° prawdopodobiefistwo p=0,8
zdarzenia 4 w kazdej sposrod tych pigciu obserwacji jest takie samo oraz 3° obserwacje
te s doswiadczeniami uuu:.alu;.uyuu, wigc zmienna losowa K — Janu liczba sukcesow
w 5 doswiadczeniach Bernoulliego — ma rozkiad dwumianowy (2.7.7) z parametrami
(5; 0, 8):

p,‘EP(K=k)=P(k;5;0,8)=(z)0,8"0,25"‘, k=0,1,2,3,4,5.

Pozostaje obliczyé prawdopodobiernistwo p, dla poszczegdlnych wartosci k, np. dla k=3
otrzymujemy:

p3=P(K=3)=P(3;5;0,8)= (i) 0,8%0,22=10-0,512-0,04=0,2048 .
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Rezultaty rachunkéw dla wszystkich k& zawiera tabelka

1
0 ANOE | 0 19TER ()
WV, TU VU p\V Pow (AL ]

A
y=plx;)

0,6 -
Rys. 2.21. Histogram funkeji rozktadu prawdopo- 0.4 I
dobienstwa z zadania 2.28

————

0,2
|
3

b) Korzystajac z definicji dystrybuanty ((2.1.4) i (2.2.7)), otrzymujemy:

x | (=0,0)| (0,1> | (1,2> | 2.3 | 3.4 |(4 5 | (5, )
|

F(x)| 0 0,00032 | 0,00672 | 0,05792 | 0,26272 | 0,67232 1

Xy

¢} Niech p,; oznacza szukane prawdopodobieristwo. Wykorzystujac znajomosé
funkcji prawdopodobienstwa, otrzymujemy

Ps3=Ps+ Pa+ ps=0,2048 +0,4096 +0,32768 =0,94208 ~0,94.

Dla znalezienia prawdopodobienistwa p, 3 mozna tez wykorzysta¢ dystrybuante:

D
I

53=P(K>23)=1-P(K<3)=1—F(3)=1-0,05792=0,94208%0,94.

d) Poniewaz (n+1)p=6:0,8=4,8 nie jest liczba calkowita, wigc istnieje tylko jedna
najbardziej prawdopodobna wartos¢ i, zgodnie z (2.7.8b), jest nig liczba k,=[4,8]=4.
Z tabelki (1) odczytujemy, ze P(K=4)=p,=0,4096. Zrozumiale, ze wartos¢ najbardziej
prawdopodobna moglismy odczyta¢ bezposrednio z tej tabelki.

€,) W myél wzorow (2.7.8a) warunki zadania bgda spelnione, gdy k,=0G+1)p=5,
. gdy p g. Druga najbardziej prawdopodobng wartoscig przy p—6 jest ky=k,—1=4.

e;) Istnie¢ bedzie tylko jedna najbardziej prawdopodobna i bedzie to liczba k=35,

gdy
(5+1)p=a, gdzie 5<a<b,
tj. gdy Z<p<l.

f) Na podstawie wzoréow (2.7.9) otrzymujemy:

EK=np=5-08=4 oraz D?*K=npg=5-0,8-0,2=0,8.

g) Na podstawie ksztalttu histogramu przypuszczamy, Ze rozklad zmiennej losowej
ma asymetri¢ lewa, tj. y, <0. Sprawdzimy, 2e rzeczywiscie tak jest. Na podstawie defi-
nicji (2.6.12) wspodtczynnika asymetrii i wzoru (2.7.9) na trzeci moment centralny otrzy-
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mujemy:
1-2 1-2
p=t_ _mpa(l—2p) 1-2p (2.7.21)
H2 ‘-/Hz npq \/"Pq \/"Pq
Stqd widac, ze gdy: 1° p wtedy ¥1=0 1 rozklad dwumlanowy jest symetryczny, 2°

p< 5, wtedy y,>01i rozklad ma asymetri¢ prawa, 3° p>1 5> Wtedy 7, <0 i rozklad ma asy-
metri¢ lewa. W rozwazanym zadaniu p=0,8>%, wigc rozkltad ma asymetrig lewa i przy
tym

1—-1,6
=~ —0,67.
V5-0,8-0,2
ZADANIE 2.29. Przeprowadzamy niezalezne doswiadczenia Dy, D,, ... i w kaidym

z nich obserwujemy zajscie okreslonego zdarzenia 4. Prawdopodobienstwo zajscia tego
zdarzenia w poszczegélnych doswiadczeniach jest takie samo i wynosi p=0,6. Niech K
oznacza liczb¢ doswiadczen, gdy przeprowadzamy je az do pojawienia si¢ sukcesu po raz
pierwszy, jednak nie dtuzej niz n=>3 razy. Dla tak okreslonej zmiennej losowej wyznaczyé:
a) funkcj¢ prawdopodobienstwa i jej histogram, b) dystrybuantg i jej wykres, ¢) war-
tos¢ przecigtna.

Rozwigzanie. a) Niech 4, oznacza zajécie po raz pierwszy zdarzenia 4 w k-tym
doswiadczeniu, k=1, ..., n. Uwzgledniajac zalozong niezalezno$é doswiadczen i staloéé
prawdopodobicfistwa sukcesu w tych doswiadczeniach, otrzymujemy:

p=P(K=1)=P(4,)=p,
p=P(K=k)=P(A14,... 4t 1A)=4""'p, k=2,...,n-1,
=P(K=n)=P(A145...4,_)=q""1
albo inaczej:
Pa=P(A{A].. A JAJUAA; . A, A)=q"+q""'p=q"" (g +p)=q""".
Ostatnie prawdopodobiefistwo mozna wyznaczyé réwniez z warunku unormowania:
Pa=1=(p1+Pat 4+ Po-))=1—(p+qp+4q’°p+...+q"?p)=

l_qn—l
1

n—1

=4

a
1

Wykorzystalismy tu wzér na sumg skoficzonej liczby wyrazéw ciggu geometrycznego.

Szukana funkcja prawdopodobienistwa jest wigc postaci:
kKi11] 2 3 .. k : -1
[ 123 fe] k Jof mol] om )
pe|plap|a’p| | @ 2| .| @b |4
Podstawiajac p=0,6 i n=35, otrzymujemy (rys. 2.22):
k|l 1] 2] 3 ) 4 | s

()

P | 0,6 ] 0,24 0,096 | 0,0384 | 0,0256°
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A
y=Flx)
1,0F —
——
n—
A 0,8+
y=plx}
0.6 0,6+ —
0,4} 0,4
0,2+ 0,2
I 1 ® 3 L ] | | -
o 12 3 4L 5 o« 0 o2 3 L s X
Rys. 2.22. Histogram funkcji rozkladu pra- Rys. 2.23. Dystrybuanta zmiennej losowej z
wdopodobiefistwa z zadania 2.29 zadania 2.29

b) Przy wyznaczaniu dystrybuanty F zmiennej losowej K korzystamy z jej definicji,
funkcji prawdopodobienstwa (1) oraz wzoru na sume¢ skonczonej liczby wyrazéw ciagu
geometrycznego i otrzymujemy:

x [ (=0, D] (1,2 2.3 |G H|..|=2,n=1>] n=1,n) | (n, o)
F(x)l 0 1—-q | l—qzl 1-4° l I 1—q" 2 | 1—g" ! . 1
Dla p=0,6 i n=>5 dystrybuanta F przyjmuje nastgpujgca postac¢ (rys. 2.23):
x | (oo, D] (1,2 (2,3 3,4 | (4,5 | (5,0)
F(x) 0 | 06 | 084 | 0936 09744 1

¢) Na podstawie definicji warto$ci przecigtnej i tabeli (1) mamy

n n—1
EK= Y kp.= Y kpd* '+ng" L.
k=1 k=1

Aby obliczy¢é pierwszy skladnik sumy po prawej stronie ostatniej réwnosci, stosujemy

wzor na sumg¢ skonczonej liczby wyrazéw ciggu geometrycznego i regule rézniczkowania
sumy:

n—1
Z qu—l= Z qu-—1=
. izo -

1 n n=1
=—{~q"—npg"" ).
P

Zatem
1 n n=1 n—1 1 n
EK=-—(1—-q"—npq" ")+nq" "=—(1-7").
p r
Stad dla p=0,6 i n=35 otrzymujemy

1
0,6

EK=—(1-04%)=1,6496~1,6.
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ZADANIE 2.30. Prawdopodobieristwo, Ze w rezultacie przeprowadzenia doswiadczenia
zajdzie oczekiwany wynik, wynosi p=0,6. Do$wiadczenie to moZzemy powtarza¢ dowolng
liczbe razy. Powtarzamy je az do otrzymania oczekiwanego wyniku. Oznaczajac przez K
liczbe powtérzen tego doswiadczenia (i zakladajac niezalezno$¢ powtdrzend) wyznaczy¢:
a) funkcje prawdopodobiefistwa zmiennej losowej K i histogram rozkladu, b) dystry-
buantg, c¢) prawdopodobieristwo, Ze liczba do$wiadczen bgdzie: c,) mniejsza niz 3,
c,) nie mniejsza niz 3, c;) liczba z przedziatu (2, 5), d) warto$¢ przeci¢tna, wa-
riancje i odchylenie standardowe, €) wspoltczynnik asymetrii.

Rozwiazanie. Zbiorem punktéw skokowych zmiennej losowej K jest zbiér N wszy-
stkich liczb naturalnych.

a) Rozumujgc analogicznie jak w zadaniu 2.29, znajdujemy skoki p,:

n=P(K=k)=¢“"'p, g=1-p, keN. 1)

Rozklad prawdopodobiefistwa rozwazanej tu zmiennej losowej K zadany funkcjg praw-
dopodobienstwa (1), nazywa si¢ rozkladem geometrycznym z parametrem p. SpotkaliSmy
go juz w zadaniu 2.16. Stanowi on przypadek szczegdlny (gdy v=1) ujemnego rozkiadu
dwumianowego (2.7.14). W przypadku p=0,6

p=0,6:04*"1 keN, (2)
b) Dystrybuant¢ F zmiennej losowej K znajdujemy w taki sposéb jak (dla k<n) dy-
strybuant@ w zadaniu 2.29 i r\fr7vmmemv w n(_\sta_(_‘! tabeli:
X | -0, )|(12>|(23>| |(k1k)|...
F(x)‘ 0 |1q|1q|.|1q"1|...
lub wzoru
PTay Al w1
U ula A1,
F(x)={1l—q" '=1-04*"1 dla xeN, (2.7.22)

1-— q["] 1-0,43 dla xeR,\N,

gdzie [x] oznacza czg$¢ catkowita liczby x, tj. najwigksza liczbg catkowita nie przekra-
czajaca x.

c,) Szukane prawdopodobiefistwo jest po prostu wartoscia dystrybuanty w punkcie
x=3:

¢,) Poniewaz suma prawdopodobienstw zdarzen przeciwnych jest rowna jednosci,
wiec
P(K>3)=1-P(K<3)=1-F(3)=1-0,84=0,16.

c,) Szukane prawdopodobiefistwo jest, zgodnie z wlasnoscig dystrybuanty dana row-
noscia (2.1.5), przyrostem dystrybuanty mig¢dzy punktami 2 i 5:

PQ<K<5)=F(5)-F(2)=1-¢*-(1-qg)=g—q*=
=0.4--0,4*=0,3744.



2.7. Niektére rozklady skokowe 91

d) Warto$¢ przecigtng o, i wariancjg ¢ przy dowolnym p obliczono w zadaniu 2.16.
Podstawiajac p=0,6, otrzymujemy:

/=

- =
~1,11, o=t Vo4
p

0,6

~1,05.

e) Konieczne do obliczenia wspolczynnika asymetrii momenty centralne otrzymujemy
z wzordw (2.7.15), przyjmujac w nich v=1 (poniewaz przy v=1 ujemny rozktad dwumia-
nowy jest rozkladem geometrycznym):

q q(2—p)
‘le =D2K=:3 s ﬂ3 p=- “3 . (2.7-23)
I'4 I 4
Zatem
—mnidn? 9o
ps_q@-p)p*Vp* 2-p (2.7.24)

1= — = 3 = —
N PaVa Ja
Widaé stad, ze przy dowolnej warto$ci parametru p rozklad geometryczny ma asymetrig
prawa: y; >0. Dla p=0,6 otrzymujemy

14 1
J0,4

ZADANIE 2.31. Prawdopodobiefistwo awarii aparatury doswiadczalnej w jednym
do$wiadczeniu wynosi p=0,02. Doswiadczenia mozna przeprowadzaé¢ dowolng liczbg
razy. Obliczy¢ prawdopodobienstwo, Zze druga z kolei awaria: a) zdarzy si¢ dokladnie
w dziesiatym do$wiadczeniu, b) zdarzy si¢ najpdiniej w dziesigtym doswiadczeniu,
c) nie zdarzy si¢ w pierwszych dziesieciu do$wiadczeniach, przy zaloZeniu, ze doswiadcze-
nia s3 niezalezne.

04221,

amramia Ninnalk 7 Amcnnra liasha dadeein An—mali 1.4 A..,.

RULW iqLaulG ni€Cl /7 OZNnAacCZa IIULU? UUDWIGU\.’LCII, ALUNG ‘l’.i’Zc b wa-
dzi¢. Zmienna losowa K ma ujemny rozklad dwumianowy (2.7.14) z parametrami v=2,
p=0,02:

ale
[V

®

edzie Brzeprow
CQZIC PrZCprow

n=P(K=k)=(k—1) p°¢*~*=(k—1)0,02>-0,98"2, (1)

L=2.13
’J’ LN

" 4

a) Szukane prawdopodobienistwo jest wartoscia funkcji prawdopodobienstwa (1) dla
k=10:

P(K=10)=9-0,02%-0,98% ~0,003,

b) Postawione zadanie jest pytaniem o prawdopodobienstwo przyjecia przez zmienng
losowa K wartoséci z przedziatu <2, 10>. Przy sumowaniu prawdopodobienstw p; postgpu-
jemy w znany juZz sposob (zadanie 2.16) i otrzymujemy:

10

P(2<K<10)= ¥ (k= 1) p’q* ?=p

[t )

&
o
i

kq"'=p

DM

L
~

]
[

r
~

1
i
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4 d [ 1-¢°
="+ Z q“=p dq( l_q)—---—

=1-q""—10pg°=1—(1+9p)4°.

Dla p=0,02 mamy
P(2<K<10)=0,016.

¢) Postawione pytanie jest pytaniem o prawdopodobiefstwo przyjecia przez zmienna
losowa wartosci z przedzialu <11, o). Zatem

P(11<K<o)=P(K>11)=1—P(K<10)~1—0,016=0,984 .

srprirnty vxrerl s otz oy im
ru, zawierajgcej 18 sztuk wadliwych wylosowano

bez zwrotu probg 10-elementowa. W procesie kontroli wyrywkowej partia zostanie odrzu-
cona, gdy w probce znajdzie si¢ 2 lub wigcej sztuk wadliwych. Obliczy¢ prawdopodobien-
stwo przyj¢cia danej partii towaru.

Rozwiazanie. Liczba K sztuk wadliwych w prébce 10-clementowej jest zmienng
losowa o rozktadzie hipergeometrycznym z parametrami N=250, M =18, n=10 zadanym
funkcja prawdopodobienstwa (2.7.11). Partia towaru zostanie przyjeta, gdy zmienna losowa
przyjmuje wartos¢ 0 albo 1. Zatem

ZADANIE 2.32. 7 nqrtn 250 sztuk tow

$ s
AL Lol VT IJ u.«u\ LYY 4Ll

P(partia zostanie przyjgta)=P(K=0)+P(K=1)=

232 232
=P(0;250,18,10)+P(1;250,18,10)=( 0)( ’°)+( ‘)( 9)=

(o) ()

232-231-230...224

= (223+10-18)~0,84.
250-249-248..231 0 Y

Zamiast bezposrednich obliczen, ktére tu przeprowadziliSmy, mozna poshuzyé si

HLVIE LR PALT S22 3232 ), AL

rachunkiem logarytmicznym i tablicami logarytméw dziesigtnych silni (tablica 2):
logP(K=0)=...=1,6693, skad P(K=0)=0,467,
logP(K=1)=...=1,5763, skad P(K=1)=0,376,

P(K=0)+P(K=1)=0,843~0,84.

o
&4

Gdy N<20, wtedy przy obliczaniu wspdlczynnikéw dwumianowych mozna korzystaé
z tablicy 1 tych wspolczynnikow.

Inny sposéb obliczenia przyblizonej wartosci prawdopodobienstwa przyjecia danej
partii towaru podano w rozwiazaniu zadania 2.36.

ZADANIE 2.33. Wyznaczy¢ wspolczynnik asymetrii rozktadu hipergeometrycznego
z parametrami (N, M, n).

Rozwiazanie. Potrzebne do obliczenia momenty centralne u, i u; tego rozktadu dane
sa wzorami (2.7.12). Zatem zgodnie z definicja wspdlczynnika y,, otrzymujemy:
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_ B3 _npa(1=2p)(N=n)(N=2n)(N=D)VN-1 _
" uaVEe  (N=D(N=2)npg(N—n)VnpgN—n

_1-2p N—2n\/N—1
\/,@ N-2 \ N=n

dzie p=—, g=1—
zZie , .
g 4 N q p

’

ZADANIE 2.34, Zmienna losowa K ma rozklad Poissona (2.7.16) z parametrem A=2.
Znajac warto$¢ prawdopodobiefistwa P(K=3)=P(3; 2)=0,18, obliczy¢ prawdopodobien-
of“ro ‘D(.’{—- AN — D{Ar, 2)

Rozwigzanie. Rozw1qzemy zadanie ogdlnicjsze. Znajdziemy zwigzek rekurencyjny

dla prawdopodobienstw p; w rozkladzie Poissona. W tym celu rozpatrujemy iloraz

Pevs _P(k+1;2) e AF T Lk A
e P(k; ) (k+Dle 2% k+l

Stad mamy
A
Pk+1; )=———-P(k; ).
k+1

Dla danych w zadaniu otrzymujemy:
P(4;2)=2P(3;2)=5"0,18=0,09.

ZADANIE 2.35. Prawdopodobienstwo, Ze produkt poddawany prébie nie wytrzyma tej
proby wynosi p=0,01. Obliczy¢ prawdopodobienstwo, ze wsréd 200 takich produktéw
co najwyzej 2 nie wytrzyma proby,

Rozwigzanie. Niech K oznacza liczbg tych produktéw wirdd 200, ktére nie wytrzy-

maly préby. Zmienna losowa K podlega rozkladowi dwumianowemu (2.7.7) z parametrami
H‘—-’)nn ﬂ—n n] Df\“?ﬁ\liﬂﬂ 1#{4!1'2](’ P il 1@(“" A!I"ID

T = LUy T Uyl LGV G JUdiiai 7P Jwot ULy,

n=200=50 oraz p=0,0i<0,1 1 A=np=2<10,

wigc stosujemy przyblizenie Poissona (2.7.19) rozkladu dwumianowego. Zdarzenie B,
ktérego prawdopodobieistwo nalezy obliczyé, zachodzi wtedy gdy zmienna losowa K

o1 N alha 1 1 Y Tatn
rZ‘“muje wartosci 0 albo 1, a0 2. Zaicm

] 1 22

2
P(BYyx=P(0; 2)+P(1; 2)+P(2; 2)=e"2m +e_2?+e_27‘_=

=e (14+242)~0,68.

ZADANIE 2.36. Stosujac przyblizenie Poissona (2.7.20) rozkladu hipergeometrycznego,
rozwigza¢ zadanie 2.32.
Rozwiazanie. Poniewaz

S 10- 22 _0.72
=—-, =NnpPp= e == , )
P=3%0 P="%0
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wigc korzystajac z tablicy wartosci funkcji P(k; A) dla k=01 k=1 oraz 2=0,7, otrzymuje-
my:

P(przyjecia partii towaru)=P(0; 0,7)+P(1; 0,7)=

0’7 0 0’7 1
07 o e 07 T% 0,49+40,35=0,84.

2.8. NIEKTORE ROZKEADY TYPU CIAGLEGO

T PADAMETDV
A ACKL K AANAIVAL LA L

Najczesciej gestosé prawdopodobiefistwa jest funkcja zalezna od pewnych statych
zwanych parametrami. Wsrdd nich szczegdine znaczenie majq: parametr skali i parametr
przesuniecia.

Jesli gesto$§é prawdopodobienistwa zmiennej losowej X jest postaci

1 /x) :
—fl=1}, a>0, (2.8.1)
o 4
PR - PSS PSRE R e | P [ DU, DU [ RN,
wp 10W4 JUULUSLAG dRall — (U OUpOUWldla wpIowalzZeiiu HOW(‘:J

rzyjmujac « jednostek za

X S : : .

zmiennej losowe] U= — — gestos¢ zmiennej losowej U bedzie rowna f(u) (p. 2.5), a wiec
o

nie bedzie zalezala od parametru a. Poniewaz uzyskaliSmy to przez zmiane skali, wiec
dlatego parametr « ge¢stosci (2.8.1) nazywamy parametrem skali.
Jesli gesto$¢ prawdopodobiefistwa zmiennej losowej X jest postaci

f(x—-2), (2.8.2)

to przesuwajac punkt zerowy skali X do punktu 4 — co odpowiada wprowadzeniu nowej
zmiennej losowej X—A=T — gestos¢ prawdopodobienistwa tej nowej zmiennej losowej T
bedzie réwna f(¢) (p. 2.5) i nie bedzie zalezala od parametru 1. Dlatego parametr A gestosci
(2.8.2) nazywamy parametrem przesuniecia (lokacyjnym).

Zajmiemy si¢ teraz omowieniem tych rozkladow prawdopodobienstwa zmiennej losowe;j
ciaglej, ktére maja duZe znaczenie praktyczne, badZ teoretyczne.

2.8.1. Rozklad rownomierny typu ciaglego. MOwimy, Zze zmienna losowa X ma rozklad
réwnomierny ( jednostajny, prostokqiny) skoncentrowany na przedziale {a, b) jezeli jej ggstosé
prawdopodobienstwa jest okreslona wzorem

1
—— dla a<x<b,

f(x)=1b—a

0 dla pozostalych x. (2.8.3)
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Dystrybuanta tego rozktadu jest funkcja

0 dla x<a,
X—a

b—a
i dla x>b.

Wykresy gestodci i dystrybuanty przedstawiaja rys. 2.24, 2.25.

F(x)=[——— dla a<x<b, (2.8.4)

yﬂ y ;
1 1 y=Fix]
b—-a /
1
5'7}/
a 0] etb b X a 0| atb b x
? =
Rys. 2.24. Gestos¢ rozkladu réwnomiernego Rys. 2.25. Dystrybuanta rozkladu réwnomier-
skoncentrowanego na {a, b> nego skoncentrowanego na {a, b)

Wartos€ przecigtna i mediana zmiennej losowej X o rozkladzie (2.8.3) sa rowne

A gm0, (2.8.5)

w szczegdlnosci gdy r=1, otrzymujemy wariancj
2 1 2
DX =r;(b—a) (2.8.6)

réwng jednej dwunastej kwadratu dlugos$ci przedziatu {a, b). Natomiast wszystkie momen-
ty centralne nieparzystego rzedu wobec symetrii gestosci rozktadu wzgledem wartoéci prze-
cigtnej sa réowne zeru.
Liczne zastosowania rozkladu réwnomiernego wynikaja z nastgpujacej wlasnosci:
Prawdopodobieristwo, ze zmienna losowa X o rozkladzie (2.8.3) przyjmuje warto$ci
z przedzialu {x,, xo+h), gdzie a<xo<xo,+h<b, jest wprost proporcjonalne do dlugosci h
tego przedzialu i nie zaleiy od x,.

2.8.2. Rozklad wykladniczy. MOwimy, Ze zmienna losowa X ma rozklad wykladniczy
o parametrze A>0, jezeli jej gestosé f jest postaci

1 X
Fx)= TCXP(_T) dla x>0, (2.8.7)
0 dla pozostalych x.

Latwo obliczyé, ze EX=J, D*X=A2,
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Catkujac gestos¢ (2.8.7), otrzymujemy dystrybuante tego rozkladu:

X
F(x)=!1—exp(—j) dla x>0, (2.8.8)

0 poza tym.

Wykresy gestosci i dystrybuanty przedstawiajg rysunki 2.26 i 2.27.

\ Rys. 2.26. Gesto$é rozkiadu wykladniczego z pa-
..... rametrem A

ol

/ Rys. 2.27. Dystrybuanta rozkladu wykladniczego

Zmienna losowa o rozkladzie wykladniczym opisuje wiele czgsto spotykanych zjawisk

i dals s o
1 1axK np.:

a) przyjmuje si¢ czgsto, Ze czas bezawaryjnej pracy T badanego elementu (tzw. czas
Zycia elementu) jest zmienna losowa o rozkladzie wykladniczym, woéwczas P(T=1)=
t 1
=exp ( —1-) nazywamy hniezawodnosciq elementu, za$ 7T intensywnosciq awarii;
b) jezeliliczba zgloszefi w centrali telefonicznej w przedziale czasu (6, 8+7) o dowolnym
poczatku @ i ustalonym 7>0, jest zmienng losowg K o rozkladzie Poissona

I /T\¢ S A
P(K=k)= E—"“(T) exp(—T), kENo,

o wartosci przecigtnej /4 wprost proporcjonalnej do dlugosci 7 przedziatu (A — stala
dodatnia), oraz liczby zgloszen zachodzace w rozlacznych przedzialach czasu s3 nie-
zalezne, to czas T pomi¢dzy dwoma kolejnymi zgloszeniami jest zmienng losowa o rozkla-
dzie wykladniczym (2.8.7).

Liczne zastosowania rozktadu wykladniczego (2.8.7) wiaZa sie z jego nastgpujacymi
wiasnoséciami:

) A PX=za+b|Xza)=P(X=b).

a,b>0
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Istotnie
P(XzZa+bAaX>=
P(X>a+b|X>a)= ( - 9_

Ds -\
P{X=Za)

a+b
e —
_P(Xza+b) P\ 2

P(X=a) - exp(__(i) =
A

Rozkiad wykladniczy jest jedynym rozkladem ciaglym, ktéry ma wyzej podang wlasnosé
zwang brakiem pamigci. Wlasno$¢ t¢ mozna interpretowaé nastgpujaco: jezeli zmienna
losowa X jest czasem bezawaryjnej pracy pewnego elementu o rozktadzie wykladniczym
(2.8.7), to niezaleznie od dotychczasowego czasu pracy elementu, dalszy czas pracy nie
zalezy od ,,przesztosci” i ma taki sam rozklad, co catkowity czas pracy elementu.

2) Suma n niezaleznych zmiennych losowych o rozkladzie wyktadniczym (2.8.7) ma
rozklad Erlanga o gestosci

e

1

(
- dla x>0,

l,v'(n—l)z ax

|

/
x" exp(

>u|<'<

f()= (wzér (2.8.15)).

0 poza tym
(Rozklad Erlanga jest szczegblnym przypadkiem rozkladu gamma (2.8.12) o parametrze
p=neN)

Jesli wrocimy do przyjetej w b) interpretacii rozkladu wykladniczego i oznaczymy przez

- [T ST eey g 4
T;, ..., T, momenty kolejnych pojedynczych zgloszest w centrali telefonicznej, to wlasnodé

2) oznacza, Ze dla kazdego n=1, ..., k rozklad czasu X, jaki uplynat od poczatku obser-
wacji do momentu zgloszenia si@ n-tego abonenta, jest rozkladem Erlanga o gestosci
(2.8.15).

2.8.3. Rozklad gamma. Rozklad gamma jest zwiazany z funkcja specjalng gamma,
ktora oznacza si¢ przez I.

Funkcjq gamma argumentu p zespolonego o czgsici rzeczywistej dodatniej nazywamy
catke postaci

O N

x, Rep>0, (2.8.9)

w szczegolnosci gdy p jest liczbg rzeczywista dodatnia, calkujac (2.8.9) przez czesci, otrzy-
mujemy
I'(p+1)=pIr(p), p>0. (2.8.10)

Jedli za$ p jest liczba naturalng, p=n, ne NV, to

I'(n+1)=n!. (2.8.11)

7 Rachunek prawdopodobienstwa
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Moéwimy, Ze zmienna losowa X ma rozklad gamma o parametrach p, A>0, jesli jej
gestosé prawdopodobienstwa jest okreslona wzorem:

{

1
i

/7 x\
-1 ~
mx” exp(—f) dla x>0,

f)= (2.8.12)

0 dla pozostalych x,

przy czym A jest parametrem skali (2.8.1) tego rozkladu, p za§ nazywamy parameirem
ksztaltu.

Wykresy gestosci rozktadu (2.8.12) dla A=2 i réznych wartosci parametru p (p=1, 3, })

przedstawia rysunek 2,28,

Rys. 2.28. Gestosci rozkladéw gamma o para-
metrach A=2 i p=4,1,3

Korzystajac z okre$lenia funkcji gamma latwo wykazaé, ze moment zwykly r-tego rzedu
zmiennej losowej X o gestosci (2.8.12) jest postaci

/N o=

— N, 2.8.13
reN F(P) ( )

:'
B:

EX=0,=1p, D*X=a,—ai=pi>.

W przypadku A=1, mamy
EX=D*X=p.

Identyczna wiasnoéé dia zmiennej losowej typu skokowego ma rozklad Poissona (2.7.16)
Dla p>1 rozklad (2.8.12) jest jednomodalny, przy czym

m0=/1(p—1).

o~
N
=
[y
o+

S’

Rozwazamy nastgpujace szczegoélne przypadki rozkladu gamma:
1) p=1, mamy wowczas ggstosé

! *) dla x>0
- X _—— a x F]
2P\ T3

fx)=
0 dla x<0
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rozkladu wykladniczego (2.8.7) o parametrze A= EX.
2) p=n, gdzie ne N; otrzymujemy wowczas gestosé

[

————x texp| —— dla x>0,
nra”
fe={r~ D k ) (2.8.15)
0 dla x<0
rozktadu Erlanga z parametrami » i 4 (skali).
3) p=%n, A=2. Rozklad zmiennej losowej o ggstosci
1
[Wx"n—lexp(—-}x) dla x>0,
fe={= %" (2.8.16)
0 dla x<0

nazywamy rozkladem y*z n stopniami swobody.
Powyzsze rozklady wystgpuja czgsto w takich zastosowaniach rachunku prawdo-
podobieristwa jak teoria niezawodnosci i statystyka matematyczna.

2.8.4. Rozklad beta. Rozklad beta jest zwiazany z funkcja specjalna B(p, g). Funkcje
beta B(p, g) argumentow rzeczywistych dodatnich okreslamy jako catke:

dx dia p,g>0. (2.8.17)

Migdzy funkcjami beta i gamma zachodzi nastgpujaca zalezno$é:

B(p, q)= r(p)r (q\) (2.8.18)

"1/

Moéwimy, Ze zmienna losowa X ma rozklad beta I-go rodzaju o parametrach p, ¢>0 jesli

.
jej gestos¢ jest postaci:

3 P 1-x)2"'  dla O<x<1,
fx={8@:9 (2.8.19)
0 dla pozostalych x.

Wrykres gestosci rozkladu beta dla p=4, g=2 przedstawia rysunek 2.29. Korzystajac ze
wzorow (2.8.17) - (2.8.18), mozna wyprowadzi¢ wzdér na momenty zwykle r-tego rzedu
zmiennej losowej X o rozkladzie (2.8.19):
/\ar=B(P+r5 q)=r(p+r)r(p+q). (2.8.20)
ren  B(p,a) I'(p+q+r)I(p)

Stad wartos¢ przecigtna i wariancja te) zmiennej losowe;j:

P s pq
EX=—, D*X= . (2.8.21)
p+q (p+q)’(p+q+1)
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100

135
_E.z___ /\
Rys. 2.29. Gestos¢ rozkladu beta o parametrach p=4, g=2, do

zadania 2.177

y§"(k}

Bl

Jezeli X jest ograniczong zmienng losowa o momentach «, okreslonych wzorem (2.8.20),

to ma ona rozklad beta (2.8.19), prawdziwe jest bowiem twierdzenie:
Jesli zmienna losowa X jest ograniczona(l), to jej rozklad jest jednoznacznie wyznaczony

przez jej momenty o, re N,
Jesli zaloZenie ograniczonosci zmiennej losowej nie jest spelnione, to znajomosé wszyst-
kich momentéw «,, r € N nie wyznacza jednoznacznie rozkladu zmiennej losowe;j.

2.8.5. Rozklad normalny. Najwazniejszym i najczgsciej wyst¢pujacym w zastosowaniach
rozkladem typu ciagglego jest rozklad normalny (gaussowski).
Moéwimy, Ze zmienna losowa X ma rozklad normalny o parametrach u, o przy czym
UER, ceR,, jesli jej gestos¢ prawdopodobienstwa jest okreslona wzorem
2
x—
exp| =] dla —c0<x<oo, (2.8.22)
¢

p, &

fx)=—
oV 2n

gdzie u, o sa odpowiednio parametrami przesunigcia (2.8.2) i skali (2.8.1) tego rozkladu.

Rozklad normalny o parametrach u, ¢ oznaczamy symbolem N(y, o).
ZADANIE 2.37. Zbadaé przebieg zmiennosci 1 naszkicowaé wykres gestosci rozkladu

Rozwigzanie. Obliczamy pierwsza i druga pochodng funkcji f okreslonej wzorem

N(y, 0).
(2.8.22): ,
x—p (x—u)
Fe=— 2T exp[— ]
o’ \/211: 267
(x—p)?

eXP[_ 202 :I (x_“)z 1
e

1o)== ;

(*) Zmienna losowa X typu ciaglego jest ograniczona, jesli jej rozklad prawdopodobienstwa jest

skoncentrowany na przedziale wlasciwym.
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Badajac miejsca zerowe oraz znak obydwu pochodnych, otrzymujemy, Ze gestosé f ma
maksimum w punkcie x=u oraz punkty przegi¢cia x=uFo.

Wykresem gestosci rozktadu normaln

L

Rys. 2.30. Gestos¢ rozkladu N(y, o), tzw. krzywa
Gaussa

T h————— e

\

Mozna pokaza¢, Zze dla zmiennej losowej o rozkladzie normalnym istnieja skonczone
momenty dowolnego rzedu, wiec wobec symetrii gestosci wzgledem x=u jest oczywiste,
Ze wartosC przeci¢tna 1 mediana sa rowne u, poniewaz ponadto dla x=pu ge¢stosé osiaga
Jedyne maksimum lokalne, wigc roOwniez moda jest rowna u, skad

ay=EX=x,s=my=p

oraz wszystkie momenty centralne nieparzystego rzedu sa rowne zeru:

/\ Hap—y =0 ’

reN
natomiast momenty centralne rzedu parzystego okresla wzor

My =1-3-5-...-Qr—=De¥=2r—1)!e*. (2.8.23)
reN

W szczegdlnym przypadku wariancja

2 2

D' X=y,=c

Wspolczynnik skupienia dla rozkladu normalnego o dowolnych parametrach x4 i o

jest rowny 3. Istotnie K= _E_, a poniewaz dla rozkladu normalnego u,=30*, wigc K=3.
ot

xrm A Ay v man AE A crvera s alranan - JEE amlaar oo A1~

Zwré6Emy ponadto uwage, Ze eksces y, {(wspdlczynnik .sptuut,zeniu), tj. y,=K-3, dla
rozkladu normalnego jest rowny zeru. Eksces jest wigc wspolczynnikiem, ktéry poréwnuje
skupienie dowolnego rozkladu wokol jego wartosci przecigtnej, ze skupieniem rozkiadu
N(u, o). W wigkszosci spotykanych rozkladéw obserwujemy, Ze jeZeli y,>0, to rozkiad
jJest bardziej skupiony (stromy) niz odpowiedni rozklad normalny, a jesli y, <0 to jest
przeciwnie. W ogdlnosci nie jest to jednak prawdziwe (zad. 2.156).

Porownanie ggstosci rozkltadow o réznych wspélczynnikach splaszczenia (ekscesie)
znajdziemy na rysunku 2.31.
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Rys. 2.31. Gestosci o réznych wspélczyn-
/ nikach splaszczenia (ekscesie). (Zad., 2.156)

Y

y=®(x)

X

Rys. 2.32. a) &(—x)=1—(x) na rysunku gestosci ¢ rozkladu N(0, 1), b) Dystrybuanta ¢ rozkladu
N(0,'1)

Jesli zmienna losowa X ma rozklad N(yu, o), to standaryzowana zmienna losowa

o
ma rozklad N(0, 1) zwany standaryzowanym rozkladem normalnym. Gestoscia tego rozktadu

e am L 2

exp(—3x*) dla xeR, (2.8.24)

1
X)=
@(x) N
za$§ dystrybuanta & (rys. 2.32b)

x

1
P (x)=—x j exp(~—4:%)dt. (2.8.25)
\/ 21t_
Z symetrii wykresu gestosci wzgledem osi Oy wynika nastepujaca zaleznos¢:
P(—x)=1—-D(x). (2.8.26)

Wartosci dystrybuanty @(x) stablicowano dla x>0 (tabl. 5).

2.8.6. Rozklad Laplace’a. Powiemy, 2¢ zmienna losowa XY ma rozkiad Laplace’a
( dwustronny wyktadniczy) (rys. 2.33), jeZeli jej gesto$¢ jest okreslona wzorem

1 —
f(x)=2—iexp(—@) dla xeR, A1>0, ueR. (2.8.27)
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Parametry A, u sa odpowiednio parametrami skali (2.8.1) i przesunigcia (2.8.2) tego rozkta-
du.
Podobnie jak w przypadku rozkladu normalnego mamy

EX=Xo5=mo=
oraz wszystkie momenty centralne rzgdu nieparzystego sa rowne zeru:
Hz—1=0 dla reN.
Natomiast momenty centralne parzystego rze¢du sa okreslone wzorem:
o, =T 2r+1)=2%(@2r)! dla reN, (2.8.28)

stad np. wariancja u,=D*X=242,
Gestoé¢ rozkladu Laplace’a nie jest rézniczkowalna dla x=gu.

_—__/ | \ | N—

0 [ Xr o LA X

=

Rys. 2.33. Gestos¢ rozkiadu Laplace’a Rys. 2.34. Gesto$é rozkladu Rayleigha

2.8.7. Rozklad Rayleigha. Méwimy, Ze zmienna losowa X ma rozklad Rayleigha z pa-
rametrem A>0, jesli jej gesto$é jest postaci (rys. 2.34)

! 2 ( xz) dla x>0
—xexp| —— a x>0,
=14 A (2.8.29)

lO dla x < 0.

Fatwo zauwazy¢, Ze \/I jest parametrem skali rozkladu (2.8.29). Momenty zwykle rz¢gdu
r okresla wzor:
a,="2r(dr+1) dla reN. (2.8.30)

Stad momenty rzedéw parzystych:
e = AT, . -
Fap=MHNiA aid neEsv,

za$ dla r=2n—1, ne N, otrzymujemy:
2n—1
m,._1=/1<2"“”2r(——m"2 +1)=l‘2"")/2F(n+%)=

1-3-...-(2n-1) -
e UL

Em_%l_%l(zn_l)lz dla nEN)
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w szczegllnym przypadku
a0, =EX=3nA, a,=EX*=A],

_____ . 74

a wigc wariancja zmiennej losowej
4—n
u2=D2X=T/1.

2.8.8. Rozklad Maxwella. Mowimy, ze zmienna losowa X ma rozklad Maxwella z pa-
rametrem A>0 (rys. 2.35), jesli jej gestoéé jest okreslona wzorem

4 2 [ x2\
—_——X exp(— ) dla x>0,
3/2
f(x)= v A (2.8.31)
0 dla x<0.

Jest to rozkiad jednomodalny: mg=./A. Tak jak w (2.8.29) J/4 jest takze parametrem skali
(2.8.1) rozkladu Maxwella. Momenty zwykle rzedu r sa okreslone wzorem:

r/2
=22 ("2 dia ren,
Jr 2

przy czym jes§li r=2n—1Ane N, to

N
[
oo
o
o

—

2-n! _
ocz,,_1=-—;_t— AC"DIZ - dla neN,

’\ Rys. 2.35. Gesto$é rozkladu Maxwella

jesli za§ r=2nAneN, to

1:3+...-2n+1) , @n+D!
(‘1'.2,,'= 2" L = 2n A .

A
Stad warto$¢ przecigtna o, =EX=2 \/ = oraz drugi moment zwykly a,=EX? =§A, wa-

riancja zas
3n—8
2n

u,=VarX= A.
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Dystrybuantg¢ rozkiadu (2.8.31):
dla x<0,

X

F(x)—[ - r /

1 Jt exp( —-)dt dla x>0

moina inaczej wyrazié za pomoca tzw. niepelnej funkcji gamma okresSlonej wzorem

7(a,x)= [ le "dt:

0
( “\  dla x>0
\-2*“ 7 a x>0,

dla x<0.

2.8.9. Rozklad Weibulla. Powiemy, Ze zmienna losowa X ma rozklad Weibulla o para-

metrach p, A, jesli jej gestos¢ jest okreslona wzorem
I 4

_’ixf"exp(— x—) dla x>0,
flivy= A A
J AT

1o dla x<0, (2.8.33)

gdzie p, A>0. _
Wykresy gestosci dla A=1 i p=3, p=1, p=2 przedstawiono na rys. 2.36.

A

fix) \

Rys. 2.36. Gestosci rozkladodw Weibulla o para- /\

metrach A=1, p=4,1,2

0

Momenty zwykle rzedu r zmiennej losowej X o rozkladzie Weibulila sa okreslone wzo-

A= ,vfrp(LJ, 1). (2.8.34)
P

relN

rem:

W szczeg6lnym przypadku
1
dla r=1 a1=EX-r-i”‘T(—+1),
p

2 2o pf 2
dia r=2 o, =EX")=A""I|—+1);
D -

L 4
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skad wariancja zmiennej losowej X jest:

) 2 2 1 2
DX=22"r({ 41 )| [ —+1 .
~ \p / | \p

L I

Ostatnie 3 oméwione rozklady: Rayleigha, Maxwella i Weibulla mozna traktowac jako
szczegOlne przypadki tzw. rozkladu uogdlnionego gamma.

2.8.10. Rozklad uogélniony gamma, Méwimy, Ze zmienna losowa X ma rozklad uogdl-
niony (tréjparametrowy) gamma, jesli jej gestos¢ jest okreslona wzorem:

% wtexp( =X} dia x>0,
1“(3) Apla \ ’1/
roo=1T\z (2.8.35)
0 dla x <0,

gdzie A, p, a>0.
Jezeli
1) p=1, =1, to otrzymamy rozklad wykladniczy (2.8.7),
2) a=1, to otrzymamy rozklad gamma dwuparametrowy (2.8.12),
3) p=2, a=2, to otrzymamy rozklad Rayleigha (2.8.29),
4) p=a, to otrzymamy rozklad Weibulla (2.8.33),
5) a=2 i p=3, to otrzymamy rozklad Maxwella (2.8.31).

Momenty zwykle rz¢du r zmiennej losowej o rozkladzie (2.8.35) wyrazaja si¢ wzoremi

+
)
o
o, = Ar/a ,
F/D\
\«)
2.8.11. Rozklad Cauchy’ego. Méwimy, Ze zmienna losowa X ma rozklad Cauchy’ego
o parametrach p, A (rys. 2.37), jesli jej gesto$é jest okreslona wzorem
A
r }.2+( w?’

4 jest parametrem skali (2.8.1), u przesunigcia (2.8.2) rozkladu (2.8.37).

reN. (2.8.36)

f(x)= gdzie 1>0. (2.8.37)

A

A

Rys. 2.37. Gestos¢ rozkiadu Cauchy’ego

Y
G

)
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Zmienna losowa o rozkiadzie Cauchy’ego nie ma momentéw «, dla Zadnego r € V.
W szczegélnosci nie istnieje wigc warto$é przecigtna tej zmiennej losowej (zad. 2.43).
Z symetrii f wzgledem x=p wynika, ze w rozkladzie Cauchy’ego mediana jest réwna .
PoniewaZ w tym punkcie gestos¢ osiaga jedyne maksimum lokalne, wigc wartoscia modalng
jest rowniez p, tak wiec EX nie istnieje, natomiast

Xg,s=Mo=H.

2.8.12. Zadania rozwiazane.
ZADANEE 2.38. Czas (w minutach) miedzy kolejnymi zgtoszeniami abonentéw w pewnej
centrali telefonicznej jest zmiennq. losowa o rozkladzie wykladniczym (2.8.7) z parametrem

e
A=2. UUllbLyb $redni czas u_ugub_y kux\.«Ju_yu.u :..5%Uoneﬂ;aml QrazZ prn\vﬂnnnr{nhlpnetwn Ze

przed uplywem 3 minut nastapi zgloszenie.
Rozwigzanie.

EX=%]9xexp(—ix)dx.
)

Oznaczmy przez X czas migdzy kolejnymi zgloszeniami.
Stosujac wzor (2.8.36) dla p=1, A=2, r=1, a=1, otrzymamy
EX=0,=2(min).
Obliczmy

3
P(X<3)=F(3)=} g exp(—34x)dx=[—exp(—1x)Jo=1—exp(—3).

ZADANEE 2.39. Odstep micdzy kolejnymi podziatkami skali stopera wynosi 0,1 s.
Czas na tym stoperze odczytuje si¢ z dokladnoscia do jednej podziatki, zaokraglajac wynik
do blizszej podzialki. Zaktadajac jednostajny rozklad btedu odczytu czasu, obliczy¢ praw-
dopodobienistwo, Ze zmierzono czas z bigdem przekraczajacym 0,02 s.

Rozwiazanie. Niech X bedzie blgdem odczytu popelnionym przy pomiarze czasu.
Gesto$é tej zmiennej o rozktadzie jednostajnym w przedziale (—0,05, 0,05) jest:

10 dia |x|<0,05,
f(x)=
dla pozostalych x.
Korzystajac z (2.3.6), mamy
0,02
P(|x|>0,02)=1-P(|X|<0,02)=1— § 10dx=0,6.
-0,02

ZADANEE 2.40. Automat produkuje odwazniki 10-gramowe. Biedy pomiaréw masy
tych odwaznikéw maja rozkiad normainy o wartosci przeciginej u=0 g i odchyleniu stan-
dardowemu ¢=0,01 g. Znalez¢ prawdopodobiefistwo tego, Ze pomiar masy bedzie prze-
prowadzony z bledem nie przekraczajacym 0,02 g.

Rozwiazanie. P(|X]|<0,02)=P(—0,02<X<0,02)=

_ 0,02X0,02P2 ) D(D)— (2
= 0,o1<o,01<0,01)— (-2<W<2)=2(2)=-2(-2)=

=&(2)—[1—B(2)]=28(2)—1=2-0,9773—1=0,9546.
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ZADANEE 2.41. Niech zmienna losowa X ma rozklad N(y, o). Obliczyé P(|X—puj<
<ko) dla: a) k=1,96, b) k=2,58.
Rozwigzanie.

P(|X—p|<ko)=P(—ko <X —p<ko)=

X—p
=P( k< _a—<k) & (k)y—P(—k)=28(k)—1,

gdzie d(k) jest wartoscia dystrybuanty rozkladu N(0, 1) w punkcie k.
a) Przyjmijmy k=1,96, wéwczas
P(|X — | <1,966)=29(1,96)—1=2-0,975-1=0,95,
b) dla k=2,58
P(|X —p|<2,580)=20(2,58)—1=2:0,995—1=0,99.

Interpretacj¢ geometryczng powyzszych wynikéw przedstawia rys. 2.38.

|
y
U .
ov¥Zm
Rys. 2.38. P(|X—-p|<1,960)=0,95 i P(|X—py|<
<2,580)=0,99 na rysunku gestofci f rozkladu
///95 N, 0)
0,02 A RY)
. ﬂ///////////%a&
&—2,580 £-1960 u+1,9606 p+2,58¢ x

ZADANIE 2.42. Wyznaczy¢ i naszkicowa dystrybuant¢ rozktadu (2.8.29) i obliczyé
mediang.
Rozwigzanie. Dystrybuanta jest okre§lona wzorem:

[0 dla x<0,
F(x)=q ¢ 2 t? x?
7texp(—;)dt=1-—exp(—~l—) dla x>0.
0

Aby wyznacza¢ punkty przegigcia funkcji F obliczamy jej druga pochodna:

2

F’(x)=f(x)=%xexp(—1—;—) dla x>0,
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2 2 2
F”(x)=7exp(—%) (l —sz) dla x>0

F'(x)=0<>x=+/14,

F'(x)>0 dla 0<x<\/;j. oraz F”’(x)<0 dla x>J?A.
Stad F ma punkt przegiccia, gdy x=+/11.
Wykres dystrybuanty F przedstawia rysunek 2.39.

A
Yy
1 ———————————————————
- N
Rys. 2.39. Dystrybuanta rozkladu Rayleigha //Q\
1 —
(4] ../% A x

ZADANIE 2.43. Wykazaé, e nie istnieje warto$é przecigtna w rozkladzie Ca
o gestosci (2.8.37).

Rozwiazanie. Rozwazmy najpierw przypadek szczegdlny A=1, u=0. PoniewaZ
xdx
1+x?

o 1
EX= | xf(x)dx, wigc nalezy zbada¢, czy —-j jest zbiezna. Zauwazmy jednak, ze
o )

xdx
1+x?

-— 8

=4[In(1+xY]

[ ) S—

jest rozbiezna, a wigc EX nie istnigje.
Gestosé (2.8.37) otrzymamy z gestosci:

1
14 x2

1
f(x)=—n-

przez zamiang zmiennych y =u+2x, poniewaz EY=u+AEX, a EX nie istnicje, wigc EY
rowniez nie istnieje.
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2.9. ZADANIA DO ROZWIAZANIA
2.44. Dana jest funkcja prawdopodobiefistwa zmiennej losowej X
x| =5 | -2 o | 1 | 3 | 8
p| 01 | 02 | 01 | 02 | ¢ | 01

Wyznaczy¢: a) stala ¢, b) wykres funkcji prawdopodobienstwa i jej histogram,
) dystrybuante i1 jej wykres, d) prawdopodobienstwa: d,) P(X=1), d,) P(X=2),
d;) P(X<3), d,) P(X<2), ds;) P(X=>0), de) P(—2<X<3) dwoma sposobami,
korzystajac: 1° z danej funkcji prawdopodobiedistwa, 2° z wyznaczonej dystrybuanty:
znalezione prawdopodobienstwa zilustrowaé na rysunku dystrybuanty.

2.45. Dana jest dystrybuanta zmiennej losowej X: '

X (o, =] (=2,1) | (1,3) | (3, +o0)
Fx)] o | 02 | o8 [ 1

Wyznaczy¢ jej funkcje prawdopodobienstwa.

2.46. Wyrazi¢ za pomoca dystrybuanty nastgpujace prawdopodobiefistwa: a) P(X<b),
b) P(X=b), c) Pla<X<b), d) P(a<X<b), e) Pla<X<b).

2.47. Przeznaczona do odbioru partia towaru zawiera jednakows liczbe sztuk I, II, 111
gatunku. Niech o, ®,, w; oznaczaja zdarzenia elementarne w do$wiadczeniu polegajacym
na wylosowaniu z tej partii towaru (np. przy jej odbiorze) sztuki odpowiednio I, I, III
gatunku. Na przestrzeni zdarzen elementarnych Q={w,, w,, w,} okreslamy dwie zmienne
losowe X' i Y-

zmienna losowa X: X(w,)=2, X(w;)=1, X(w;)=0,

zmienna losowa Y: Y(w;)=0, Y(w,)=1, Y(w;)=2.

a) Dlaczego zmienne losowe X i Y sg réZne: X# ¥Y?  b) Wyznaczy¢ funkcje prawdo-
podobienistwa zmiennej losowej: b;) X, b,) ¥; poréwnaé wyznaczone rozklady.
¢) Majac na uwadze a) i b) wyjasni¢, czy zdania: ,,zmienne losowe X i Y sa identyczne (sa
jednakowe)”, ,,zmienne losowe X i Y maja jednakowy rozklad”, sa réwnowazne.

2.48. Poda¢ przyklad zmiennej losowej typu skokowego okreSlonej na przestrzeni
zdarzen elementarnych, bgdacej przedzialem (a wigc zbiorem, ktérego elementéw nic da
si¢ ponumerowaé liczbami naturalnymi).

2.49. a) Czy zmienne losowe o tym samym rozkladzie prawdopodobiesistwa moga by¢:
a,) niezalezne, a,) zalezne? b) Sprawdzi¢, Ze zmienne losowe X i Y z zadania 2.47 sg
zalezne (zakladajac, 2e zdarzenia jednoelementowe sa jednakowo prawdopodobne).

2.50. Obsluga dziala artyleryjskiego ma 3 pociski. Prawdopodobiefistwo trafienia do
celu jednym pociskiem (przy jednym wystrzale) w danych warunkach wynosi 0,7, Strzelanie
koficzy si¢ z chwilg trafienia celu albo wyczerpania pociskéw. Wyznaczy¢: a) funkcje
prawdopodobienstwa liczby oddanych strzaléw,  b) przecigtng liczbe oddanych strzalow,

2.51. Na drodze ruchu pociagéw znajduja si¢ w znacznej odlegtosci od siebie 4 semafory,
z ktorych kazdy (wobec znacznej odleglosci niezaleznie od innych) zezwala na przejazd
z prawdopodobienistwem p=0,8. Niech X oznacza liczbg semaforéw zezwalajacych na
przejazd 1 poprzedzajacych pierwsze zatrzymanie lub stacje docelowa. ZnaleZé: a) funkcje
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prawdopodobiefistwa zmiennej losowej X, b) dystrybuante zmiennej losowej X, ©)
prawdopodobieristwo P(X=2).

2.52. Robotnik obstuguje 3 maszyny. Prawdopodobiefistwo tego, Ze W ciagu godziny
maszyna nie bedzie wymagaé jego interwencji wynosi 0,6 dia pierwszej oraz 0,7 dla drugiej
i trzeciej maszyny. Przy zaloZeniu, Ze maszyny pracuja niezaleznie od siebie, wyznaczy¢
funkcje prawdopodobiefistwa liczby X maszyn, ktére w ciggu godziny ich pracy nie wyma-
gaja interwencji robotnika.

2.53. W ramach biezacej kontroli jakosci produkcji okresowo sprawdza si¢ kolejno
produkowane sztuki towaru, jednak nie wigcej niz 4 i w przypadku stwierdzenia sztuki
niezgodnej z wymaganiami jakosci proces produkcji poddaje si¢ regulacji. Liczba sztuk
sprawdzonych w trakcie jednej takiej kontroli jest wigc pewna zmienna losowa X. Ponadto
przyjmujemy, 2e: 1° prawdopodobiefistwo wyprodukowania sztuki towaru niezgodnej
z wymaganiami jako$ci jest stale i wynosi p=0,06, 2°jakosci kolejno produkowanych
sztuk sa zdarzeniami niezaleznymi. Dla zmiennej losowej X wyznaczyé: a) funkcje prawdo-
podobiefistwa, b) dystrybuantg, c¢) wartos¢ przecietng.

2.54. Zmienna losowa X ma funkcje prawdopodobiefistwa postaci:

x| -3|-1]31]5
pi] 01102 [05]02
Wyznaczy¢ funkcje prawdopodobiefistwa zmiennej losowej U, jesli:

a) U=2X+3, b) U=X? o) U=Xx2-5.

2.55, Niech: 1° p oznacza funkcj¢ prawdopodobiefistwa zmiennej losowej X, a W=
={xy, X3,...} — zbiér jej punktow skokowych, 2°g — funkcj¢ réznowartosciowg
okreslona co najmniej na zbiorze W,, a h — funkcje do niej odwrotna, 3° ¢ — funkcje
prawdopodobiefistwa zmiennej losowej U=g(X), a W,={uy, us, ...} — zbiér punktéw
skokowych zmiennej losowej U. Wyjasni¢ diaczego

QiEQ(ui)=P(U=ui)=P(X=h(“i))=P(h(ui))EPn u,eW,.

Znalezé funkcje g, ki ¢ oraz zbiory W, i W, w punktach a) i b) zadania 2.54.
2.56. Zmienna losowa K ma funkcje prawdopodobiefisiwa postaci: n=P(K=k)=
=e*2*k!, k e N,. Znalezé funkcje prawdopodobieristwa zmiennej losowej U= 3K.
2.57. Zmienna losowa K ma funkcje prawdopodobienstwa postaci:

n=PE=0=() @@ ke{0,1,2,3.4}

Znalezé funkcje prawdopodobiefistwa zmienne] losowej U=K2.
2.58. Dane sa funkcje prawdopodobiefistwa niezaleznych zmiennych losowych X1 Yt
x| 124 yj2]3][4,
7] 030502 p;|03][04][03
x|=-1}o|1 y|-2|t]2]5
7] 02[06[02 p;| 02]05[02]01

(1)

(2)
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W obu przypadkach wyznaczy¢ funkcje prawdopodobiefistwa zmiennej losowej U, jesli:
a) U=X+Y, b) U=XY.
2.59. Zmienna losowa ma funkcj¢ prawdopodobienistwa postaci:

n=P(K=K)=3@"', keN

Wyznaczy¢ funkcj¢ prawdopodobienstwa zmlenne_] IOSOWC_] U, jedli; a) U=cos 1k,
b) U=cos 31K, «¢) U=cos®3nK, d) U=sininK+cosinK.

2.60. Zmienna losowa X ma rozklad dwupunktowy P(X=xy)=p, P(X=x,)=1—p,
p>0. Dobra¢ tak funkcje g, aby zmienna losowa Y=g(X) miala rozklad zero-jedynkowy
(2.7.5).

2.61. Dwie maszyny wykonuja ten sam rodzaj produkcji. Niech X oznacza liczbe
produktéw z usterkami wyprodukowanych w ciagu jednej zmiany przez pierwsza maszyne.
Zmienna losowa Y ma analogiczne znaczenie dla drugiej maszyny. Dane sa funkcje praw-
dopodobienistwa tych zmiennych:

x| 0] 1] 2 plojt]2]3
p:03]04]03° p;[01][04]04]0,]1

Zakladajac brak jakiejkolwick zaleznosci migdzy jakoscia produkcji obu maszyn, znalezé
funkcje prawdopodobiefistwa zmiennej losowej: a) U=X+Y, b) V=XY; jaka inter-
pretacje ma zmienna losowa U?

2.62. Niech zmienne losowe U,, U, beda funkcjami zmiennych losowych X'i ¥, okreslo-
nymi jak nast@pu_le Uy=min (X, Y), U,=max (X, Y). Sprawdzié, Ze: U,= —[X + Y-

—|X-Y, U,=3[Xx+ Y+|X— Y|l

2.63. Dla zmiennej losowej X z zadania 2.54 wyznaczyé: a) wartosé przecietna, b)

1mane ) blwantul v. . AY wariancia (danmna gnmonhase PO P T S
mediang, ¢} kwantyl x, 5, d) wariancj¢ (dwoma sposobami), ¢) odchylenie stan-

dardowe, f) odchylenie przecigtne, g} wspélczynnik zmiennosci, h) wspdlczynnik

nieréwnomiernosci, i) drugi moment zwykly, j) trzeci moment zwykly, k) trzeci

moment centralny, I) wspolezynnik asymetrii (czy mozna byto przewidzieé jego znak?).
2.64. Charakterystyke liczbowa zmiennej losowej nazywamy miarg polozenia, jesli

dodanie stalej do zmiennej losowej powoduje dodanie tej statej do charakterystyki. Spraw-

dzi¢, Ze w tym sensie miarami polozenia sa: warto$é przecigtna, mediana i kwantyl dowol-

nego rzedu.

2.65. Udowodni¢ wiasnosci wariancji dane wzorami: (2.6.23) - (2.6.28).

2.66. Ktére sposrod whasnosci wariancii (2.6.23) - (2.6.28) szczegdlnie wyraznie dowo-

dza, Ze jest ona miarg rozproszenia?
X; | 0|1
2.67. Dane s3 funkcje prawdopodobiefistwa zmiennych losowych Xi Y: ,

p____| 0.9 ' 0.1 Sa to wigc rézne rozktady prawdopodobienistwa. (i oczywiscie rozne Zmienne

losowe). Sprawdzi¢, ze EX=EY, EX*=EY? (a wigc réwniez D*X=D?Y) i dopiero EX3#
#EY3,
2.68. Wyznaczy¢ wario$é przecigtna i wariancje zmiennych losowych Xi ¥ okreélonych
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w zadaniu 2.47 i poréwnac je. Dokonczy¢ zdanie: nieidentyczne zmienne losowe majace
jednakowe rozkiady maja réwnieZz ... warto$ci przeci¢tne i ... wariancje.
2.69. Niezalezne zmienne losowe X i Y maja jednakowa funkcj¢ prawdopodobiefistwa:

x,-|0\1t2
IAEIEIE

Niech: Uy=X+Y, U,=2X, U;=XY, U,=X?2 Dla zmiennych losowych U, wyznaczyé:
a) ich funkcje prawdopodobienistwa, b) wartosci przecigtne, c) wariancje.
Poréwnaé otrzymane rezultaty dla zmiennych losowych U, i U, oraz U; i U,.
2.70. Wyznaczy¢ warto$¢ przecigtng i wariancj¢ zmiennej losowej: a) U, =2X+1,
b) U,=X2%, «¢) Us=—-X2+2, jezeli EX=2, D’X=1, EX*=34,
2,71, Dana jest funkcja prawdopodobienstwa zmiennej losowej X:

x,.|—2] -1 2|5
pi| 03] 01]02]04

Wyznaczy¢ dwoma sposobami wartos¢ przeci¢tng i wariancj¢ zmiennej losowej U=2X—3:
1° znajdujac najpierw funkcj¢ prawdopodobienstwa zmiennej losowej U oraz  2° korzysta-
jac z odpowiednich wiasnodci wartosci przecigtnej i wariancji.

2.72. Wyznaczy¢: a) wartos¢ przecigtng i wariancje zmiennej losowej U, =3X-2Y,
b) warto$¢ przecigtng zmiennej losowej U,=X?— Y2, jezeli zmienne losowe X i Y sa nie-
zalezne oraz EX= -3, EY=4, D?*X=0,5; D*Y=2.

2.73. Wyznaczy¢ funkcje prawdopodobienstwa skokowej zmiennej losowej X majgcej
tylko dwa punkty skokowe x; 1 x,, jesli: x, <x,, p,=P(X=x,)=0,2, EX=3, D’X=4,

2.74. Dana jest funkcja prawdopodobienstwa zmiennej losowej X:

xii -2| -1] 1 | 2
025|025 025025

Niech Y=X?2. Sprawdzi¢, Ze w tym przypadku mimo, Ze zmienne losowe X i Y nie 53 nie-
zalezne (bo Y jest funkcja X), to jednak D*(X+ Y)=D2X+ D?Y.

2.75. Niech X1 Y beda dowolnymi zmiennymi losowymi majacymi skoriczone warto$ct
przecigtne. Sprawdzi¢, Ze D*(X+Y)=D?X+D?*Y+2E[(X—EX)XY—EY)]). Korzystajac
z tej réwnosci wykazad prawdziwo$é (2.6.26) dla niezaleznych zmiennych losowych X'i Y.

2.76. Wykazaé, Ze jesli: 1° zmienne losowe X, Y s3 niezalezne, 2° ich wartosci prze-
cigtne sa réwne zeru, to DX (XY)=D2X-D?Y,

zecietna kwadratu odchvlenia zmiennei los
2.77. UZ&S&dﬂié Ze: wartosé p‘i‘LcCugma Kwadaratu oacnyiciiia Zmicnnej 10s

owej od jej
wartosci przecigtnej jest nie wigksza, niz warto$¢ przecigtna kwadratu odchylenia tej
zmiennej losowej od dowolnej liczby ¢: E(X— EX)? < E(X—c)?, przy tym rownos¢ zachodzi
tylko wtedy, gdy c=EX.

2.78. Sprawdzié, ze D*X=E[X(X-1)]-EX-(EX—1).

2.79. Niech R=X,.x— X Oznacza rozstgp zmiennej losowej X. a) Sprawdzié, 2e
jesli zmienna losowa X ma dwupunktowy rozklad réwnomierny ((2.7.1) dla n=2), to

DiX= 7"_R2. b) Wykazaé, ze dla dowolnej zmiennej losowej X spelniona jest nierownosc:

8 Rachunek prawdopodobienstwa
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DX s%R’. ¢) Sprawdzié: c,) bezposrednim rachunkiem, c¢,) wykorzystujac nie-
réwnos$é z punktu b) tego zadania, Zze wariancja w rozkladzie dwumianowym jest nie
wigksza od in.

2.80. Wykazaé, Ze jeSli zmienne losowe X, ..., X, majg ten sam rozklad prawdopo-
dobienstwa, «, i 0 oznaczaja odpowiednio ich wspdlna wartos¢ przecigtng i wariancje,

1
to ich érednia arytmetyczna X =—(X,;+...+ X,) ma t¢ sama warto$¢ przeci¢tng: EX=a,;
n
1
gdy ponadto zmienne losowe X, ..., X, sa niezalezne, wtedy D>X =—¢? (jest wigc n
‘ n

razy mnijejsza od wariancji kazdej ze zmiennych losowych X)).

2.81. Wykaza¢, Ze jesli zmienne losowe X,,..., X,: 1° sa niezaleZne, 2° majg ten
sam rozklad prawdopodobienstwa, 3° przyjmuja tylko dodatnie warto$ci oraz  4° i,, ...
..., i jest k-wyrazowym podciagiem ciagu 1,...,n, to

X 1
a) E : =", i=1,..,n,
X1+..-+Xn n

X, +...+X k
b)E -Qﬂ‘ =_’k=1’.”’n.
X1+..-+X,, n

2.82. Wyznaczy¢ wartos¢ przecigtng, wariancj¢ i ‘odchylenie standardowe zmiennej
losowej X z zadania 2.51.

2.83. W nawiazaniu do zadania 2.52 znaleZé §rednia liczbe maszyn, ktére w ciagu
godziny nie wymagaja interwencji obslugujacego je robotnika.

2.84. Za pomoca doswiadczen wykonywanych zgodnie z warunkami schematu Bernoul-
liego (z prawdopodobiedstwem p sukcesu w pojedynczym doswiadczeniu) okreslamy
nastgpujaca gre. Osoba decydujaca si¢ na udzial w grze przeprowadza jedno do$wiadczenie
Bernoulliego (np. rzuca moneta, rzuca kostka, losuje ze zwrotem). Gdy wynikiem tego
doswiadczenia jest porazka, wtedy placi ona m zl. Natomiast w przypadku sukcesu, pow-
tarza to doswiadczenie az do pojawienia si¢ porazki, otrzymujac &*~* z, jesli porazka ta
zaszta w k-tym powtorzeniu, k=2, 3, ... Wygrana osoby, ktora jeden raz wziela udzial
w grze, jest zmienng losowa W przyjmujaca wartosci: —m, a', ..., &, ... Gra nazywa si¢
sprawiedliwg, gdy warto$¢ przecigtna wygranej jest rowna zeru: EW =0,

a) Przy ustalonych p i a dobra¢ tak m, aby gra byla sprawiedliwa.

b) Przy ustialonych p 1 m dobra¢ tak a, aby gra byla sprawiedliwa; obliczyé a, jesli:
b,) 1m=1’ p=3 by) m=0.2, P=%§ b;) m=1, P=%; b,) m=2, P=%; bs) m=35,
P=5

¢) Przy jakich wartosciach a, gdy ustalone sg wartoéci p i m, gra bylaby krzywdzaca
dla: c,) osoby podejmujacej gre, c,) dla wiasciciela gry?

2.85. Wiadomo, ze zbiory: a) {EX, Var X, F(0), F3)} i {-5,5,%,2} oraz b) {xos,
EX, F4), F(5)} i {}, 3D 1, 2} sa identyczne. W obu przypadkach zidentyfikowa¢ elemen'ty
pierwszego zbioru, jesli w b) zakladamy ponadto, Ze zmienna losowa ma tylko dodatnie
punkty skokowe, z ktérych 4 i 5 sa kolejnymi punktami skokowymi.

2.86. Sprawdzi¢, 2e wariancja zmiennej losowej o rozktadzie jednopunktowym jest
réwna zeru ((2.7.3)). Wykazaé prawdziwo$é twierdzenia odwrotnego.
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2.87. Znalez¢ wartosci funkcji prawdopodobieiistwa P(k; 5, %) rozktadu dwumianowego.
Odczyta¢ stad wartos¢ najbardziej prawdopodobna i poréwnaé zgodno$é¢ odezytu z odpo-
wiednimi wzorami ((2.7.8)).

2.88. Wyrazi¢ parametry n 1 p rozkiadu dwumianowego za pomocg momentdéw cen-
tralnych p, 1 ps.

2.89. Obliczy¢ prawdopodobienstwo pojawienia si¢ co najmniej raz zdarzenia A
w trzech niezaleznych doswiadczeniach, jesli prawdopodobienstwo pojawienia si¢ tego
zdarzenia w jednym do$wiadczeniu wynosi p.

2.90. Bezposrednim rachunkiem sprawdzi¢, Ze suma dwu niezaleznych zmiennych
losowych o rozktadzie dwumianowym odpowiednio z parametrami (n,, p), (1., p) (a wiec
z tym samym parametrem p) ma réwnicz rozklad dwumianowy z parametrami (n, p),
gdzie n=n, +n,.

2.91. Przy jakim p, w n niezaleznych do$wiadczeniach z prawdopodobienstwem p
sukcesu w kazdym doswiadczeniu, najbardziej prawdopodobna liczbg sukceséw beda
(bedzie) liczby (liczba): a) n oraz n—1, b) 1 oraz 0, c¢c)n, d) 0?

2.92. Sprawdzi¢, ze dla rozkiadu dwumianowego funkcja prawdopodobiefistwa
P(k; n, p) spelnia nastgpujacy zwiazek rekurencyjny:

n
Plk+1; n,pp=—— —
(k+1;n, p) k+11—p

P(k; n,p).
Obliczy¢ P(4; 7, ), jesli P(3;7,3)=0,173.

2.93. Wyobraimy sobie, Ze czytamy opis pojedynku przebiegajacego wedhug nastepu-
jacych zasad. Kazdy z przeciwnikéw otrzymuje rewolwer bgbenkowy z jednym nabojem
umieszczonym w jednej z pigciu komér rewolweru (pozostale 4 komory sa puste) i wielo-
krotnie obraca bebenek. Nastepnie jeden z nich pociaga za jezyk spustowy rewolweru i tylko
w przypadku niezranienia probuje odda¢ strzal drugi przeciwnik. Obliczyé¢ prawdopodo-
bienstwo, Zze pojedynek skoniczy sie bezkrwawo, gdy prawdopodobienstwo trafienia do
celu dla kazdego z przeciwnikdw jest jednakowe i wynosi 0,8.

2.94. Potfabrykaty dostarczane sa na lini¢ automatyczng za pomoca podajnika, tj.
urzadzenia skladajacego si¢ ze zbiornika, m czerpakéw i kanalu odprowadzajacego. Czer-
paki, rozmieszczone rownomiernie na obwodzie obracajacej si¢ osi, chwytajg potfabrykaty
przechowywane luzem w zbiorniku i kanatem odprowadzajacym przekazuja je na linig
automatyczng. Zakladajac, ze: 1° prawdopodobiefistwo uchwycenia poélfabrykatu i prze-
kazania go na lini¢ automatyczna jest jednakowe dla wszystkich czerpakéw i wynosi
P=poc’, gdzie 0<py <1, ¢>1, za$ v jest liczba obrotéw osi czerpaka w ciagu minuty (p
jest wigc funkcja liczby obrotow), 2° w zbiorniku zawsze znajduja si¢ pétfabrykaty
w zasiggu wszystkich czerpakow (co pozwala przyjaé, ze wynik pracy dowolnego z nich nie
ma wplywu na rezultat pracy kazdego pozostalego), znalezé: a) prawdopodobienstwo
tego, Ze liczba K potfabrykatéw przekazanych przez podajnik w rezultacie jednego obrotu
wyniesie kK, b) prawdopodobienstwo tego, ze liczba X poifabrykatéw przekazanych przez
podajnik w czasie jednej minuty wyniesie x, ¢) $rednig liczbe potfabrykatéw przekaza-

nych przez podajnik w czasie: c,) jednego obrotu, ¢;) jednej minuty, d) liczbe obro-
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tow vo, przy ktorej podajnik osiagnie maksymalna $rednia wydajnosé (tj. maksymalng
§rednig liczbg polfabrykatow przekazanych podajnikiem w czasie minuty). Przeprowadzié
obliczenia dla m=12, p,=0,7, c=1,04.

2.95. Przyjmujemy, Ze uszkodzenie urzadzenia wyiwarzajacego produkt (w sztukach)
moze nastapi¢ tylko na skutek awarii pewnego jego podzespotu (np. przepalenia si¢ bez-
piecznika, zlamania noza obrabiarki, itp.). Dla zwigkszenia niezawodnosci tego urzadzenia
wyposazono go w v—1=3 dodatkowe tego samego rodzaju podzespotly, ktére automa-
tycznie (i pojedynczo) wlaczaja si¢, gdy ulegnie awarii pracujacy podzespdt. Tak wige urza-
dzenie przerywa prace dopiero po v-krotnej awarii tego podzespotu. Zakladajac ponadto,
ze: 1° w ciagu godziny wytwarzana jest jedna sztuka produktu, 2° prawdopodobienstwo
powstania uszkodzenia przy produkcji kolejnych sztuk (czyli w kolejnych godzinach)
jest state 1 wynosi p=0,005, 3° zdarzenia polegajace na powstaniu uszkodzenia przy
produkgcji kolejnych sztuk sg niezalezne, znalez¢: a) funkcje prawdopodobienstwa czasu T
(w godzinach) pracy urzadzenia, b) dystrybuant¢ czasu pracy urzadzenia, c) prawdo-
podobiefistwo tego, Ze czas pracy wyniesie: ¢;) doktadnie 3 godziny, c,) co najmniej
3 godziny, c,) dokladnie 24 godziny, c,) nie mniej niz 16 godzin i nie wigcej ni2
24 godziny, d) sredni czas pracy tego urzadzenia.

2.96. Rozwigzaé zadanie 2,95 dla urzadzenia pracujacego bez podzespoléw zapasowych.

2.97. Tres¢ i polecenia jak w zadaniu 2.95 z tym, Ze: 1° urzadzenie pracuje bez pod-
zespotow zapasowych, 2° prawdopodobiefstwo a, powstania uszkodzenia podzespoiu
w czasie jednej godziny jego pracy rosnie z kazda godzing i w k-tej godzinie wynosi

1 0,999
=l

2.98. Sprawdzié, ze dla ujemnego rozkladu dwumianowego funkcja prawdopodobieni-
stwa P(k; v, p) speilnia nastgpujacy zwigzek rekurencyjny:

P(k+1; v, p)= qP(k; v, p).

k—v+1
Obliczyé P(7; 4, 3), jeéli P(6;4, })==3.

2.99. Znalezé wartosci funkcji prawdopodobienstwa P(k; 10, 6, 5) rozkladu hiper-
geometrycznego.

2.100. Obliczy¢ prawdopodobienstwo przyjecia partii N sztuk towaru, wsrdd ktérych
jest M sztuk wadliwych, jesli parti¢ przyjmuje si¢, gdy w n-clementowej prébee (losowanej
bez zwrotu) z tej partii znajdzie si¢ co najwyzej jedna sztuka niedobra. Wykona¢ rachunki,
jesli: a) N=50, M=8, n=5, b) N=200, M=20, n=10.

2.101. Znalezé te wartosci k, dla ktérych funkcja rozkladu prawdopodobieristwa
P(k; N, M, n), dana wzorem (2.7.11) przyjmuje wartosci dodatnie. _

2.102. Sprawdzié, Zze dla rozkladu hipergeometrycznego funkcja prawdopodobienistwa
P(k; N, M, n) spetnia nastepujacy zwiazek rekurencyjny:

n—k M-k
k+1 N—-M—n+k+1

Obliczyé P(3; 10, 4, 5), jesli P(2; 10, 4, 5)=0,476.

P(k+1; N,M,n)= P(k; N,M,n).
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2.103. Prawdopodobienstwo wyprodukowania sztuki wadliwej wynosi p=0,02. Obli-
czy¢ prawdopodobiefistwo, Ze w partii towaru liczacej 300 sztuk znajdzie si¢: a) zero sztuk
wadliwych, b) jedna sztuka wadliwa, c) dwie sztuki wadliwe, d) co najmniej trzy
sztuki wadliwe.

2.104, Urzadzenie sktada si¢ migdzy innymi z 750 lamp. Prawdopodobienstwo awarii
kazdej lampy w ciagu jednej doby pracy urzadzenia jest jednakowe i wynosi p=0,004.
Obliczy¢ prawdopodobienstwo, %e w ciagu jednej doby pracy urzadzenia ulegnie awarii:
a) 0 lamp, ©b) 1 lampa, c¢) 2 lampy, d) co najmniej 3 lampy.

2.105. Bezposrednim rachunkiem sprawdzi¢, Ze suma dwdch niezaleznych zmiennych
losowych o rozktadach Poissona odpowiednio z parametrami A; i 4, ma réwniez rozklad
Poissona z parametrem A=4;+4; (takZze zad. 4.5).

2.106. Wezmy pod uwage zbior N elementéw, wéréd ktérych jest M elementéw ma-
jacych wyréZniong cechg i N—M elementéw nie majgcych tej cechy. Niech ponadto r
bedzie dowolna ustalong liczba catkowita. Ze zbioru wszystkich elementéw losujemy n
elementéw zgodnie z nastgpujacym schematem (schemat Polya). Losujemy jeden element,
nastepnie zwracamy go z powrotem i, w zaleznosci od tego czy r20, czy r<0, dodatkowo
dodajemy albo pobieramy r takich elementéow, jak wylosowany; czynnos¢ t¢ powtarzamy
n-krotnie, a)Jaki warunek musi spetniaéiloczyn rn, gdy r<0?  b) Niech X oznacza mozli-
wa liczbe elementéw majacych wyrdzniong ceche wéréd # wylosowanych, znalezé P(K=k),
n. c¢) Znalez¢ warto$¢ przecigtng zmiennej losowej K. d) Rozwazy¢ przy-
gélne polecet b) i ¢), gdy: ¢,) r=0, ¢;) r=—1.

2.107. Zmienna losowa X ma rozklad o ggstosci

f(X)={

Wyznaczy¢ jej dystrybuantg oraz obliczyé P(X>2).
2.108. Dobraé tak stala ¢ by funkcja

xe * dla x=0,
0 dla x<0.

oo« fesinx dla  0<x<m,
X)=
S 1 0 poza tym

byla gestoscia, a nastgpnie: a) wyznaczy¢ jej dystrybuantg, b) obliczyc P(IX ]<%1c)
i zinterpretowaé¢ za pomoca wykresu gestosci 1 dystrybuanty.
2.109. Zmienna losowa X ma rozkiad o ggstosci
x dla 0<x<l1,
f(x)={2—-x dla 1<x<2,

0 poza tym,

a) Naszkicowa¢ wykres gestosci.

b) Wyznaczy¢ i naszkicowaé dystrybuante tego rozkladu.

¢) Obliczyé prawdopodobienistwo zdarzenia 4, 2e w dwdch niezaleznych do$wiadcze-
niach co najmniej raz zmienna losowa X przyjmie warto$¢ z przedzialu (1, 2).

2.110. Z pewnego przystanku autobusy odjezdZaja co 10 minut. Zakladamy, ze rozklad

czasu przybycia pasazera na przystanek jest jednostajny, obliczy¢é prawdopodobiefstwo,
2e pasaZer bedzie czekal co najmniej 4 minuty.
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2.111. W pewnej miejscowosci temperatura T (w stopniach Celsjusza) mierzona w dniu
1 marca o godz. 8 jest zmienna losowa o gestosci:

f(y=4e.

Wyznaczy¢ jej dystrybuantg¢ oraz obliczyé P(|T |<2).
2.112. Dobraé tak stale 4 i B Zzeby funkcja

A+Barccosx dla |x|<1,
F(x)= 0 dla x<-1,
i dila x=>1

byla dystrybuanta zmiennej losowej X typu ciaglego. Wyznaczyé jej gestosé.
2.113. Wyznaczy¢ tak stala a, by funkcja

0 dla x<1,
1
F(x)= 2(1-—--—) dla 1l<x<a,
X
1 dla x>a

byla dystrybuanta zmiennej losowej X typu cigglego. Obliczyé P(=1<X<1,5) i zinter-
pretowaé je za pomoca wykresu gestosci.
2.114. Dystrybuanta zmiennej losowej X jest okreslona wzorem:

X

—

Wyznaczy¢ gesto$¢ i naszkicowaé jej wykres.
2.115. Zbadaé czy funkcje:
a) F(x)=ccosx dla Ost%n,
b) F(x)=csinx dla 0<x<in

moga by¢ dystrybuantami zmiennej losowej X? Jesli tak, to przy jakich wartosciach c?

A
Y
1L
05 y="f{x] Rys. 2.40. Do zadania 2.116
—1 0 1 2 3 x

2.116. Wykres gestosci zmiennej losowej X przedstawiono na rysunku 2,40, Wyznaczyc
gesto$¢ f zmiennej losowej X oraz jej dystrybuante.
2.117. Zmienna losowa X ma rozklad o ggstosci

3x* dla  0<x<l,
f(x)—{ 0  poza tym.
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Obliczyé: a) wartoéé przecigtna EX, b) mediang X5, ¢) odchylenie przecigtne od
mediany.
2.118. Zmienna losowa X ma rozklad o gestosci

_ 31-x* dla lesl,
s (x)—{ 0 poza tym.

Naszkicowaé wykres gestosci. Wyznaczyé: wartoéé przecigtna, modg, mediang i trzeci
moment centralny zmiennej losowej X.
2.119. Wyznaczyé mod¢ i mediang w rozkladzie o ggstosci:

2 1

2.120. Wyznaczyé mode i median¢ dla rozkiadu o gestosci:
ak(x—xy)*"!

F(x)={[1+k(x—x0)]
0 poza tym,

dla xy<x<o0,

jesli a, k sa stale spelniajace warunki: k>0, a>1.
2.121. Wyznaczy¢ mode¢, mediang i wartos¢ przecigtng dla rozktadu o ggstosci:

f(x\:J%ISian dla 0<x<2m,
L0 poza tym.

2.122, Wyznaczy¢ mode i trzeci moment zwykly dla zmiennej losowej X o gestosci:

1
iexp(-—-—-) dla x>0,
fx)=4 N\ ¥/

n|xn+2
0 dla x<0,
odv n= 4

BT 8T Ty Ty e

2.123. Naszkicowaé wykres gestosci prawdopodobienistwa zmiennej losowej X:
1

f(x)=12x?

|0 dla |x|<l.

dla |x|>1,

Wyznaczy¢ mediang, warto$é przecietna i wariancje zmiennej losowej X.
2.124, Automat produkuje kulki metalowe o $rednicach X (w cm). Srednica X jest
zmienna losowa o gestosci
f(x)={5 dla 0,4<x<0,6,
0 dla pozostalych x.

Wyznaczy¢é warto$é przecigtng objetosci tych kulek.

2.125. Pociagi kolejki elektrycznej odjezdzaja ze stacji co S minut. Zakladajac, 2e roz-
kiad czasu przybycia pasazera na stacje jest jednostajny, obliczy¢ warto$¢ przecigtng
1 wariancje czasu oczekiwania na pociag.
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2.126. Obliczy¢ wspolczynnik asymetrii i wspdtezynnik skupienia rozktadu o gestosci:

_j6x(1—-x) dla 0<x<l1,
f(x)—{ 0 poza tym.

2.127. Czas bezawaryjnej pracy pewnego urzadzenia (w godz.) jest zmienna losowa
o rozkladzie wykladniczym (2.8.7) z parametrem A=2. Obliczyé wspélczynnik asymetrii
i splaszczenia dla tego rozkladu.

2.128. Niech X, bedzie zmienna losowa o gestosci

$(x+2) dla —2<x<0,
f(x)={-,L2(x—4) dla 0<x<4,
N

tum
|4

"TA7TO

oraz X, — zmienna losowa o gegstosci:

S5(x+2) dla —2<x<2,
g(x)={—;(x—4) dla  2<x<4,
0 poza tym.

Naszkicowaé wykresy obydwu gestosci we wspolnym ukladzie wspotrzgdnych. Obliczy¢
wspolczynniki asymetrii dla kazdego z rozktaddw i poréwnac otrzymane wyniki z asymetria
wykresow gestosci.

2.129. Obliczy¢ wartos¢ przecig¢tna, wariancj¢ i wspolczynnik skupienia dla rozktadow
0 gestosciach:
2x—x%) dla 0<x<2,
3) /(x)= {%( 0 ) poza tym,
1 ( |x—- 1 l)
2vio T\ Vo /)

4

b) fo(x)=

Poréwnal otrzymane charakterystyki dla obydwu rozkiadéw.
2.130. Zmienna losowa X ma rozklad o dystrybuancie:

0 dla x<l1,
x—1
F(x)= 5 dia 1<x<3,

1 dla x>3.
Wyznaczy¢ odchylenie standardowe i odchylenie przecigtne od wartosci sredniej tej zmien-
nej losowe;.
2.131. Wyrazi¢ trzeci moment centralny zmiennej losowej X przez jej momenty zwykle.
2.132. Wyrazi¢ trzeci moment zwykly zmiennej losowej X przez jej momenty centralne.
2.133. Wykaza¢, ze jesli X jest zmienng losowa typu ciaglego przyjmujaca tylko wartosci
dodatnie, to zachodzi nieréwno$é
E 1 S 1
()? ) “EX

1
o ile istnieja E(})’ EX.
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2.134. Korzystajac z wlasnosci EX= E(X—a)+a, obliczyé wartos¢ przecigtng zmiennej
losowej X o gestosci:
6
f(x\=J7(x_1) dla 0<x<l,
I B poza tym,

2.135. Zmienna losowa typu ciaglego ma rozklad jednostajny w przedziale (-5, 15).
Wyznaczy¢ i naszkicowac jej gestosé. Obliczy¢ wartos¢ przecigtna i wspolczynnik skupienia
(kurtoze) tej zmiennej. _

2.136. Zapatke o dlugosci 5 cm zlamano w dowolnym punkcie. Zakladajac, 2e rozktad
prawdopodobienstwa dlugosci krotszej czgsci zapalki jest jednostajny, obliczyé prawdo-
podobienstwo, ze dlugosé krotszej czesci zapalki nie przekracza 0,5 cm.

2.137. Wykazaé, ze rozktad wykladniczy (2.8.7) jest rozkladem o asymetrii prawej,
ktérego wspdlczynnik asymetrii y, =2. Obliczy¢ wspétczynnik skupienia tego rozkladu.

2.138. Podziatka skali woltomierza jest wycechowana co 0,5 V. Wskazania woltomierza
zaokragla si¢ do najblizszego punktu podzialu. Znalezé prawdopodobienstwo tego, Ze
przy odczycie zostanie popelniony blad przekraczajacy 0,1 V.

2.139. Naszkicowa¢ we wspolnym ukladzie wspolrzednych gestosci rozkladéw: N(1, 1),
N(,2), N(1,3).

2 1AN Nianh raiam PR, v wmalelnd ATFS Nl

e A 1 ey I [ Y=
L. 09V, INICCNL ZITliCiind 1050wa A id 10zZKidad 1\’\2 L} UUll\.rLylv 1) aw U.UPUU.U

P(X<25), P(X>— P0,5<X<2), P(2X—1|<1), P(|X|>0,5).
2.141. Wykazac Ze Jesh X jest zmienng losowa o rozktadzie N(0, o), to

A E(IXI’)—“’f) (““2”).

2.142. Pewien automat produkuje czesci, ktérych dlugos¢ jest zmienng losowa o rozkla-
dzie N(2; 0, 2)( w cm). Wyznaczy¢ prawdopodobienstwo otrzymania braku, je$li dopuszczal-

ne dlugosci czcsm powinny zawiera¢ si¢ w przedziale (1,7;2,3).
2.143. Blad losowy X pomiaru odleglosci od drogowskazu jest zmienng losowa o gestos-

ci:
1 [ (x—10)2]
—exXp| — .
5\/21: 50

2.144, Pewien przyrzad pomiarowy robi blad

nia pomiaru i blad losowy o rozkladzie N(0;0 5)

a) Obliczy¢ wartosé przecigtng bledu pomiaru.

b) Wyznaczy¢ prawdopodobienstwo tego, 2e blad z jakim sa mierzone badane przed-

mioty nie przekracza 2 m. |

2.145. Wytrzymatos¢ stalowych lin pochodzacych z produkcji masowej jest zmienng
losowa o rozkladzie N(1000 kg/cm?2, 50 kg/cm?). Obliczyé jaki procent lin ma wytrzy-
maloéé¢ mniejsza od 900 kg/cm?.

2.145. Automat produkuje nity. Srednice gtéwek nitéw sa wartosciami zmiennej loso-
wej o rozkladzie N(2;0,1) (w mm). Jakie rozmiary $rednicy z przedzialu (2—e, 2+¢)

4 A b 2% s ly TS A ’\I\I“ 1\ TITO TS n 0:‘)
mozna swaLautuwau Z prawdaopodaoni ual.wuux V,7J4

fx)=

Obliczy¢ EX, D*X, u,.

3
s
(22
(1]
3
w
i
aQ
N
=1
g
o
3
W
=t
L]
Q
=
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2.147. Wykazaé, Ze jesli X jest zmienna losowa o rozkladzie N(u, o), to:

2
E|X—,u]=\/;a.

2.148. Czas bezawaryjnej pracy X pewnego urzadzenia ma rozklad wykladniczy (2.8.7)
z parametrem A=35,

Obliczy¢:

a) wartoéé przecietng bezawaryjnego czasu pracy urzadzenia,

b) mediang, c) prawdopodobiefistwo, 2e bezawaryjny czas pracy urzadzenia wynosi
co najmniej 5 godzin,

2.149, Czas T (w min) pomiedzy przybyciem dwéch takséwek na postdj jest zmienna

1~ OSOW3 O aystrv hiranrias
v UWQ O u_yau_yuuau\uc

_f1—exp(—4%t) dla t>0,
F(t)—{ 0 poza tym.

a) Obliczyé prawdopodobiefistwo, 2e 1 <T<2. b) Wyznaczy¢ gestosé tego rozktadu.
¢) Obliczy¢ ET i D3T.
2.150. Dobra¢ tak stala ¢, by funkcja

=0
iRl

byla gestoécia prawdopodobiefistwa zmien
cigtng i wariancj¢ tej zmiennej losowej.

2.151. Korzystajac ze wzoru: pu;=a;—3a,a,+2a;, obliczyé wspélczynnik asymetrii
rozkladu Erlanga o gestosci (2.8.15).

2,152, Znalezé mode i warto$é przeci¢tng zmiennej losowej X o rozktadzie Maxwella

Q2 4 ey tmm p| 1
O, J.I.} Z Pdl.cl..l.l.lCU.CLLl A=1.

2.153. Wykaza¢, ze rozklad gamma (2.8.12) jest dla p>1 rozkladem jednomodalnym.
Wyznaczy¢ mode.
2.154. Amplituda X kolysania bocznego statku jest zmienng losowa o gestosci (2.8.29):

£y
L4

_[xexp(—1x®) dla x>0,
f(x)—-{ 0 poza tym.

a\ n]'\]lr‘vwr\ wartosé nrzecieina adia ~da v
J i tVIW yl La\-«\-'.lgl'll(.t, ul.\v\.ljullv l uluu¥ wllcll‘.lcj IUDU WUJ s WS

b) Obliczy¢, z jakim prawdopodobiefistwem wystepujag amplitudy wigksze od mody.
2.155. Gestos¢ prawdopodobienstwa predkosci V czasteczek gazu ma postaé:

3

F(o)= \/H.v Zexp(—h*?) dla  v>0,

0 poza tym.

(A — stala zalezna od temperatury i masy czasteczki gazu) (2.8.31). Obliczy¢:
a) wartos¢ przecigtna dlugosci przebytej drogi przez czasteczke w jednostce czasu,
b) mode.
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2.156. Dla czterech podanych jednomodalnych symetrycznych gestosci wartosci prze-
cietne sa réwne 0 i odchylenia standardowe 1. Sprawdzi¢, ze wspdlczynniki skupienia K
(koncentracji) i maksymalne wartosci gegstosci f(x) maja wartosci podane w tabelce:

Gastodé rozkladéw f(x) K='u—: max f(x)=f (mg) =1 (0)
g
L e ? 2,75 0,423
——;g(;+x Yexp(—x°) , ,
3 1, .
exp(———x )——=(G+x “Yexp(—x") 3,125 0,387
2\/21t . 6Jm
1 1.2 2
= [exp(—zx )+dexp(—x7)] 4,5 0,470
N
\/ Q2+x )exp(—-—x ) 2,667 0,366
| 16/ |

Poréwnaé podane wartoSci z odpowiednimi wartosciami dla rozkladu normalnego:
K=3, f(my,)=1(0)=0,399 oraz stwierdzi¢, Zze zardéwno w przypadku gdy f (m,) jest wigksze

od 0.399 jak 1 nr‘v 1act mnlpjevp rnn7||mn 1est dodatnia 12]( 1 nmmnn wartosé ekscesn E=

hd o R Lot RATE-L e RS

=)’2=K—3.
2.157. Zmienna losowa X ma rozklad beta o gestosci:

12x(1-x)* dla 0<x<l1,
s (x)—{ 0 poza tym.
Wyznaczyé gestosé zmiennej losowej Y, jesli: a) Y=2X3, b) Y=arcsinX, ¢} Y=eé*.

2.158. Zmienna losowa X ma jednoparametrowy rozklad gamma o ggstosci

[ 1

e xP7le™*  dla x>0,
f(x)=1I(p)
0 poza tym.
1
Wyznaczyé rozklad zmiennej losowej Y, jesli: a) Y=—X—, b) Y=InX, c¢) Y=X2

2.159. Zmienna losowa X ma rozklad jednostajny w przedziale (—1, 1), wyznaczy¢
gesto$é zmiennej Y=|X|.

2.160. Jaka bedzie ggstos¢ rozktadu beta (2 8.19) rozszerzonego do dowolnego skonczo-
nego przedzialu (a, b>?

Wskazowka. Wyznaczyé funkcije liniowa, ktéra dla wartosci a przyjmuje wartos¢ 0,
a dla b wartos¢ 1 i skorzystaé ze wzoru (2.5.2).

2.161. Punkt materialny M porusza si¢ po prostej ruchem jednostajnym od pun-
ktu 0(0, 0) do punktu 4 (2, 0). Wyznaczy¢ rozklad prawdopodobiefistwa losowego czasu T
trwania ruchu, zaktadajac, ze réwne odcinki drogi punkt M przebywa z takim samym

n‘rnwdnnnrlnhmnthpm oraz obliczy¢ ET.

wiai
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2.162. Czas bezawaryjnej pracy X agregatéw spalinowo-elektrycznych w ustalonych
warunkach ma rozklad wyktadniczy (2.8.7) z parametrem A= 10. Obliczy¢ $redni czas bez-
awaryjnej pracy agregatéw oraz wyznaczyé gesto$é zmiennej losowej Y=|X— EX]|.

2.163. Moc produkowanych tranzystoréw ma rozklad N(4, 1). Wyznaczy¢ gestosé
prawdopodobienstwa pracy jaka wykona prad elektryczny w tranzystorze w ciggu 2 godzin,

2.164. Dany jest szescian, ktérego krawedz X ma losowa dlugosé z przedzialu (1, 2)
o rozktadzie jednostajnym. Obliczy¢:

a) Wartoéé przecigtng objetosci i warto$é przecigtna pola powierzchni catkowitej tego
szescianu,

b) Wyznaczyé rozklad prawdopodobienistwa objetosci tego szedcianu,

2.165. Trwatosci lamp maja rozklad Rayleigha o dystrybuancie

Fx)= 1—exp(—s55%2) dla x>0,
0 poza tym.

a) Wyznaczy¢ gestos¢ zmiennej losowej: Y=X?2.

b) Obliczy¢ EY.

2.166. Wyznaczy¢ warto$é modalna rozkladu logarytmiczno-normalnego o ggstosci
(2.5.4).

2.167. Zmienna losowa R o wartosciach réwnych odleglosci punktu trafienia od srodka
tarczy strzeleckiej ma rozklad Rayleigha o ggstosci

F(r)= Ar —Hr dla r>0,
r dia pozostalych r.

Wyznaczy¢ stala 4, oraz obliczy¢ prawdopodobiefistwo, Ze odlegto$¢ punktu trafienia od
srodka tarczy jest mniejsza od mody zmiennej losowej R.

" 1£Q D~A 1 + X
2.168. Badajac zjawisko trzgsienia ziemi, zaobserwowano, Ze zachodzi zwigzek: Y=ce",

gdzie Y jest intensywnoscig drgani ziemi w pewnym miejscu, X — silg trzesienia ziemi, ¢ —
wspolczynnikiem zaleznym od odleglosci danego miejsca od epicentrum trz¢sienia i od do-
boru jednostek. Zaktadajac, Ze X jest zmienna losowa o rozkladzie wykladniczym o gestosci

Fx)= le”? dla x>0,
0 dla pozostalychx,

wyznaczy¢ dystrybuant¢ zmiennej losowej Y.
2.169. Dystrybuanta F pewnej zmiennej losowej X jest funkcja ciagla dla x € R. Czy
stqd wynika, Ze jej gestos¢ fjest réwniez funkcja ciagla? W przypadku odpowiedzi pozytyw-

mrramenrro Ao Az AA e ran rr1 saamntrrimiiaai aam o] | PP i, PN

uu_| pu.uy;uwaumv aowoa, w p1ay’pau1\u NCLALYWIIC) puua\, l\Ulll.l.Pl.L'yl&ldu

2.170. Gestos$¢ prawdopodobienistwa f pewnej zmiennej losowej X jest ciagla dla x € R.
Czy stad wynika, e jej dystrybuanta F jest rowniez ciggla? Polecenie jak w poprzednim za-
daniu. Czy gesto$¢ f moZe byé nieograniczona w pewnym otoczeniu (jedno — czy tez obu-
stronnym) jednego albo wigcej punktow?

2.171. Gestos¢ prawdopodobienistwa f pewnej zmiennej losowej X ma skoficzong liczbe
punktéw nieciagloéci. Czy wynika stad, Ze: a) F mozZe byé funkcja ciagla, b) F jest funkcja
ciagla, c¢) F nie jest funkcja ciagla?
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2.172. Niech F bedzie dystrybuanta cigglej zmiennej losowej X. Wyznaczy¢ rozklad
zmiennej losowej Y=F(X), przy zaloZeniu, Ze istnieje funkcja odwrotna do y= F(x).

2.173. Niech zmienna losowa Y ma rozklad wykladniczy (2.8.7). Dokonujac zamiany
zmiennych Y=X7 dla x>0, p>0, wyznaczy¢ gg¢stosé zmiennej losowej X.

2.174. Pewne urzadzenie sklada si¢ z dwoch elementdéw pracujgcych niezaleznie od sie-
bie polaczonych réwnolegle. Czas bezawaryjnej pracy (w godz.) kazdego z nich jest zmienng
losowg o tym samym rozkladzie wykladniczym o ggstosci:

0,1e”%* dla x>0,
f(x)—{ 0 poza tym.

e L

| P A=inlala An nia w\“ HEGIY L Py
U LWU, LU ur LQULCI!IC UQULIU {dZidararo €O ajillllicv) PLLCL LV BEUALLLL.

iC1is

ZY
2.175. Korzystajqc z zaleznosci D2X=D?*(X—~a), a — stala, obliczy¢ wariancj¢ zmien-
nej losowej X o gestosci

1 4
—(x—-1D%exp[—(x-1)] dla x>1,
—J24
f(")“{ 0 dla  x<1.

2.176. Naszkicowaé gestos¢ rozkladu gamma (rys. 2.41) w przypadku Ai=1, p=3.
Wyznaczyé: a) dystrybuantg, b) mode. c) Obliczy¢ P(O<X<1).

FLNES
-

\71\ ¥z

Rys. 2.41. Do zadania 2.176

2.177. Naszkicowac wykres gestosci rozkladu beta w przypadku p=4, g=2 oraz wy-
znaczy¢ modg, o ile istnigje.

Odpowiedzi

2.44. a) ¢=0,3; _ _ _ _ | _
g X |0 =D (=5, -2 | (=2,0) | (0,1 | (1,3 | (3.8) | 8, ).

F(x) o | o1 | 03 |.04 | 06 | 09 | 1 °
d) 02 dy) 0; dy) F)=06 do) FQ)=06; ds) 1-F(0)=0,7; de) 0,5.
245, % 2| 1| 3

pi| 02]06]02

2.46. a) F(b+0); b) 1—F(b); c) Fb+0)—F@a+0); d) F(b+0)—F(a);
¢) F(b)—F(a+0).
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2.47. a) Bo np.: X(w,)# Y(w,); b)) :‘H—i—l—;—'—i ; by) ;:j—‘%'—;—‘—; 5 C) nie, bo

rézne zmienne losowe moga mie¢ jednakowe rozklady.
0, gdy O<w<i,
1, gdy i<w<l.

2.49. a;) Tak; bardzo czgsto rozwaza si¢ takie zmienne losowe, np. zmienne losowe
tworzace probe prostg (Czgs¢ II, p. 2.1);  a,) tak; b) wystarczy zauwazy¢, ze P(X=1,
Y=1)=P({w,})=1#P(X=1)-P(Y=1)=}-3=}.

2.48. Np. 2=<0, 1),X(w)={

2.50. a):k ! Of7 ! 0’22 N I 0.09 ; b) 1,39; Wskazdwka. Por. rozwigzanie zadania 2.29.
2.5'1_:11)1c|0|1] 2 | 3 | 4

P | 0,2 | 0,16 | 0,128 | 0,1024 | 0,4096’
py ¥ | (=2,0 (0,15 ]0,2)|(2,3)| 3,4 |4, )

F®] 0 | 02 | 036 |odss [oso04 | 1 ° 908
as2 K| O | 1| 2| 3
P | 0,036 | 0,222 | 0,448 | 0,294
sy | 1l 2 1 3 | 4
Pr | 0,06 | ~0,056 | ~0,053 | ~0,831
x (oD MDD ][6H |G
)F@| 0 [ 006 [0il6 | 0,169 T 9
2.54, a) -3/ 109 13; b) | =27 —1| 27 I 125;

| 01]02]05][02
u | —4| 4 | 20
@] 02]06][02

2.55. a) u=g(x)=2x+3, h(w=3@w-3), W,={-3,1,9,13}; b) u=g(x)=x3,
h(uy=3/u, W,={-27, —1, 27, 125}. '

w/3
(!
257. q=P(U=u)=P(X=yi)=( /=) @7, e W,=(0,1,4,9,16}.

2.56. ;=P(U=u)=P(X=1u)=¢* , u;€ W,={0,3,6,9, ...}.

w| 3 | 45| 6| 7| e Dl 1«
238 20 2 T009 [027 1 0.29 | 021 | 0,08 | 0,06 P PU=I=P(X=1aY=
=4)v(X=2AY=3))=P(X=1)P(Y=4)+ P(X=2)P(¥Y=3)=0,3-0,3+0,5-0,4=0,29;
a) Y -3 -2} -1] 0 1|2|3|4|5|6
* g [004 (012700401034 ]022]004] 0,02 | 0,06 | 0,02
by M) 2 | 3 |4 | 6|8 ]9 |12,
Y 4| 009012024026 0,15 0,08] 0,06
u | -5| =2 —1|0|1|2|5
g,]002]008] 01]06]0,1]008]002

b;)
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-111 .
2.59. a) t‘L»—s—F . Wskazéwka. cosnK=(—1)¥, ¢,=P({U=-~1)=P(K=
4| 3 3

—2m-1neN)= ¥ @@ 112,
- » J uL=.13\3} )
" l 1 |° 1 -1 gdy K=4n-2, neN,
b) d 15175 - Wskazéwka. cos%nK= 0, gdy K=2n-1, neN,
q'l & 13| es 1, gdy K=4n, neN,
a0
inp. P(U=—-1)=P(K=4n—-2,neN)= Y 1) 3=1.27 Zl(‘—?)"=%§,
c) 4 K . Wskazéwka. cos?3nK=;(1+cos rK)=f0’ gdy K=2n—1, neNn,
q““‘] 3 | 2 1, gdy K=2n,

i np. P(cos? 211:1('— 0)=P(cos K= — 1)=...=%; mozna réwniez wykorzysta¢ wynik z pun-
ktu b);

u -1{1
9 ;{T’»
4! 13 | 13

dy K=4n—1 albo K=4 N
Wskazéwka. sin inK-+cos jnK= gay n—1 albo n—2, neN,

gdy K=4n albo K=4n-3, neN,

L5y
(1

Ms

inp. P(U=-1)= T}Z =%.

ulb—

‘_9.
a

W]

e
T oy

n
-

260, g(x)="— 261. a) = |t 2]3]4]
. .g(x)—xz__x1. a |003]016|0,31|0,31|0,16|0,03

w| 0 | 1] 2| 3] 4] 6
q:] 037 ] 0,16 | 0,28 0,04 0,12 0,03

b)

2.63. a) ¢, =2, b)xo5=3; ¢)xp3=dowolna liczba z przedzialu (-1, 3>; d) o*=
=6,6; €) ¢=257, f) d=22; g) v=L128; h) A=12; i) «,=10,6; j) az=
=35,6; k) pu;=-12; 1) y,=-—0,71.

2.66. (2.6.23)-(2.6.25).

2.68. EX=EY=1, D*X=D?Y=3, ... jednakowe wartoéci przecigtne i jednakowe
wariancje.

u, t0|1|2(314 u; | 0124
2.69. a,) 5513 } 3 a,) T T 1 3
9 | 5|s|lsis|9 13| 3| 3
u, |0 11214 u; |01 114
a3) ST T 5 ) % T 111 °
S - B 4 131313

zatem zmienne losowe X+ Y oraz 2X sa rézne, réZzne sg réwnieZ ich funkcje prawdopodo-
bienstwa, podobna uwaga dotyczy zmiennych losowych XY oraz X?;

b) EU,=2; EU,=2; EU,=1; EU4=§z1,67; zatem: E(X+ Y)=EQ2X), ale EXY#
#EX?;

¢) D*U, = g; D*U, = f D*U, = %6; D*U, = %, zatem wszystkic wariancje sa rozne.
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2.70. a) EU,=5, D*U,=4;

b) EU,=EX?*=D2X+(EX)?=5, D*U,=D?X?*=EX*—(EX?)?=34-25=9;

¢) EUs=—3, D?*U;=9.

2,71, I 7{_5l 1 !
g, 03101

4
EU= Zu,-q,-=...=0,4 albo EU=2EX—-3=2:1,7—

—3=0,4; podobnie: D*U= Zu qi— (Zu g;)*=37-0,16=36,84 albo D?*U=4, D*X=
=4:9,21=36,84.

2.72. a) EU,=—17, D*U,=12,5; b) EU,=—8,5. Wskazéwka. EX?=D?X+
+(EX)2.

273 x; | —1]| 4

T pJoz2]o0s
1] 4 w|—1l0| 23|56

274, 2 , tozklad U=X+7Y: -1l o|2]3]5)| , EX=0
ai 0505 R TR T T T

D*X=2,5, EY=2)5, D*Y=225, D*U=4,75.
2.76. D*(XY)=E[XY—E(XY)’=E(XY—EXEY)Y' =E(XY)*=EX?>EY*=D*XD?Y.
2.77. Wynika to z wlasno$ci wariancji wyrazonej réwnos’.ciq (2.6.28).

/:\2
2.79. b) Niech x’=min x;, x"’=max x;, R=x"—Xx’, D‘X<E\X-—-——) E(4R‘

—(x” X)(X—x))s}tlﬂt2 c,) Wskazdéwka. max p(l p)——

2.81. b) Wskazdwka: Niech Uj=X,: (X;+ Xz +...+X,), wtedy U; +...+ U,=1 oraz
EU1=...=EU,,.

2.82. EX~236, D*X~2,58. 2.83. EX~2,15.

[+0]

™ -1 l.-— a . -~ -
284. EW=—mg+q ) a "p° —q\—m+ P ) gdy O<ap<i;
k=2 —dap
a
a) EW=0<m=—2_; b)a=. . b a=1, b)a=1; by)a=3
l—ap (m+1p
m
b,) a=4; bs)a=5 ¢) a<———; ¢C)a>————.
{m+1)p (m+1)p
2.85. a) F(0)=3, F(3)=3, D?X=2, EX=-5;b) F@#=3, F(5)=37, EX=2
Xo,s=1.Wskazdwka. p(4)=P(X=4)=F(4+0)— F(&)=F(5)— F(4)=3,sk: d4p'4)=$>1,
zatem EX>1.
k | o | 1 | 2 | 3 ] 4 | 5
2.87.

pe=P(k; 5,3)| 0,001 | 0,015 | 0,088 | 0,264] 0,396 | 0,237 > ‘o= [+ 1=
=[4,5]=4.

2.88, n=4yu3 : (u3—p3), p= (1——)
H2
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2.89. 1—-(1—p)>.
k k

2.90. P(X+Y=k)=) P(X=i, Y=k—i)= 2 P(X=)P(Y=k—i)=
i=0 =0

i (m) (nz )pkqn1+n1 k pkqn1+n;—kz (m) (knz )=(n1 +n2) pkq,,1+,,2 k
po —i k

i=0

291 8) p=—s by p=——s o) —<p<l: d)O0<p<-t
SR P P=r ntl P P=1
2.92. P(4;7,)~0,058. 2.93. ~0,71.

2.94. a) (;cn) pk(l—p)m‘k; b) ( )p 1-p™ % <) EK=mp=—s-= Cpo

mv 1 m
¢, EX= —mvp——ﬂ), d) maxa,(v)=max po—a P ~79 obr./min.
c’ Inc) e-Ine
Wskazowka. Postuzy¢ si¢ rachunkiem rézniczkowym, traktujac v jako zmienng mo-

gaca przyjmowaé dowolne dodatnie wartosci rzeczywiste.

2.95. a) pk=P(T=k)=(";‘) 0,005-0,995¢%, k=4,5,... Wskazéwka. Zastosowaé
@7.14); b) F®=7Y p; c) P(T=3)=0; c;) P(T23)=1; o

i £ 2 47 A Y 4 k4 s T NT - -

k<x
) P(I6ST<24)=p 6+p17+...+P24; d) ET=800 h ((2.7.15)).
{ 0 dla x<1,
2.96. a) p,=P(T=k)=0,005:0,995*"1, keN; b)1~"(x)={1—0,995"'1 dla xeN,
1-0,9951  dila xeR,\N;
¢;) P(T=3)=0,005; c,) P(T>3)=1~-F(3)~0990; c,) P(T=24)~0,004; c,) P(16<
<T<24)=F(24+0)—F(16)~0,036; d) ET=200 h.

e e Ta T oo s e A A~/ ~ At\o\\ A amnl—1 o PP
U399 0,999 0,999 0,999 0999" - 0,99
2097‘ P(T=k)= 2 . ’ *ne 1"'" 1—_’_" .
1 2 k=1 k )T (k=D k
1 61 5 5
298 P(7;4,§)f'§°-2““ifs—2'.

3
k| o |t ] 21]3 ]
P | 0,024 0,238 | 0,476 | 0,238 | 0,024
2.101. max (0, n+M—N)<k<min(n, M). 2.102. ~0,238.
2.103. a) ~P(0;6)=e"5~0,0025; b) ~6e7°~0,0149; c) ~18"°~0,0446; d)
& 1—(0,0025+0,0149 4 0,0446) = 0,438.

-~ and

2.104. a) ~e3~0,0498; b) x3e~3x0,1494; ) =4,5¢73~0,2240; d) ~0,3528.

2.106. a) ~rn<min (M, N-M); b) P(K=k)=
_(M\MM+r)(M+20)..(M+(k=1)r)(N=-M)(N=-M+r)(N=-M + (n=k-=1r)
"(k) N(N+r)(N+2r)...(N+(n=1)r) ’

¢) EK=np, gdzie p=M|N; d) dla r=0 otrzymuje si¢ rozktad dwumianowy z para-

metrami (n, p), gdzie p= M/N, przy r= —1 mamy rozklad hipergeometryczay z paramstra-
mi (N, M, n).

2.99.

2.100. a) 0,824; b) 0,921.

9 Rachunek prawdopodobienstwa
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0 dla x<0, 3

= = = —
2107 F(x) {1—e"‘(1+x) dla x>0, TX>D=g
0 dla x<0,
2.108. c=1; a) F(x)-—:t%(l-—cosx) dla O<x<n,
1 dla x>mn;
b) P(|X|<im)=3.
0 dla x<0,
1.2
3 3% dla 0<x<l1,
2109.0) F()=13, 1,21 dla  1<x<2,
1 dla x>2.

2
0 P()=1-()&°Qr=i, ey PU<X<2)=[@2-x)dx=}.

Lo dla 0<t<10,
10 ’ P 2 =0,6.
2.110. f(t)= { 0  poza tym, (T=4)=0,6
]t
>€ dla <0, -2
2.111. F(t)= {1—;5' dla 150, P{T|<2)=1~e€"2.
1
1 o |l—— dla  |x|<1,
2112 A=1, B=-—, f®)={zJ/1-x X<t
0 poza tym.

-

1
2.113. a=2, P(-1<X<1,5)=3 2.114.f(x)m\72—_—exp(-§x2).
T

2.115. a) Nie, poniewaZ funkcja cos x jest w pierwszej ¢wiartce malejaca.

przy c=1.

{ n Ala -1,
(V) aia Jw\ i

1
_ E(x.l-]_) dla —'1<x<03
2.116. f(x)—!_é(x.a) dla 0<x<3,

0 dla x>3,
0 dla x<-1,
: Ex 24 x+73) dla =-1<x<0,
F(x)= —13x*-3x)+; dla O0<x<3,
1 dla x>3.

1 1
2.117. a) EX=%; b) x0,5=2—/—§; c) 52""% (l_fﬁ)
2.118. Ex=mo=xo,5=0, ﬂ3=0. 2.119. mo=0, x0'5=0.

1 l/a 1 1l/a
2.120. Mg=Xg + [——] s x0,5 =X + (__.) .

k(2a—1) k
2.121. m, =%1t, my=3m, xos=m, EX=m.
2.122. m0=—}-—, Oy = 1 .
n+2 n(n=-1({n-2)

b) Tak
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~

[S1E

Rys. 2.42. Odpowiedz do zadania 2.123 /

[
Ly —

-1 0 1

2.123. EX, DX nie istnieja, xo5€ {(—1,1) (rys. 2.42).
2.124. EV=0022r. 2.125. EX=25, D*X=2

2.126. y,=0, y,=2,16. 2127 y;=% y,=5—3=-2375.
2.128. a) y;,=2,8; b) y;=-0,21.

asymetria prawa.w a), asymetria lewa w b).

[

2.129. a) EX,=1, DX =3, y,=33

b) EX,=1, D*X,=3, y,=6.

2.130. Odchylenie standardowe g=31./3, &,=0,5.

2131, py=oy—30,0, 420, 2132 =gy + 3, 105,
1

2.134. Przyja¢ a=1, to EX=7 [(x~1)"dx+1=}
0

5 -5<x<g
2.135. f(x) y=[z d SSx<IS, pyos, k-1g.

(0 poza tym,

2 0,5

2 dla 0<x<2,5 '

—J5 A TR L s —[2 =

2.137. K=9. 2.1 s P(|X|>01)=1-§=§.

2.140. P(X<2,5)=8(0,5=0,6915, P(X> —0,

P(0,5<X <2)=0(0,25)+&(0,5)—1=0,2902,
P(j2X —1]<1)=8(0,75)— $(0,25)=0,1747,
P(|X|>0,5)=1+®(0,5)— & (1)=0,8502.

2]

2.141. E(|X[)= ,_2_ fxexp(——)d a(\l/z)a fu(““”z"e"‘du=

viroJ) vitoJ
0 0

(a' /2)‘t fo+ 1\
F \7 )
2.142. 1-P(1 7<X<23)-—01335
2.143. EX=10, D*X=25, u,=3(D*X)*=1875.
2.144. a) EX=1; b) P(|X+l|<2)=0,9773.

)

2.145. P(0<X<900)=0,0227, tzn. przecictnie 2,27% lin ma wytrzymalo§¢ mniejszg
od 900 kg/cm?,
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2.146. P(|x—2|<k-0,01)=0,95 = k=1,95, skad 1,98 <X<2,02.

2.147. Oznaczmy Y=X—u, ¥ ma rozktad N(0, o), nalezy wykazaé, ze E|Y|= /30-.

0 ©

y? y?
E|Y|= \/2 [ jyexp(—r)dy+J.yexp(—zp)dy:l=
~ o0 0

2 y? p /2
=——|yexp| —— |dy=0_[—.
o /2n yerp 207 Y=o T

0

2,148, a) EX=35; b) Xo,5=5In 2 (rozw. réwnania 1—exp (—%x)=§);
c) PX=25=1—-e"
2.149, a) P(l <T< 2) exp (——) exp ( 3),

exp( t) dla 20,
b )= 0 poza tym;

2

2.152- m°= 1, EX=-_= -
o
xP~2 exp(—%)
x
2.153; f'(x)= (p—1—— dla x>0,
APr(p) \ A

f(x)=0<x=A(p—1)>0 dla p>1,
f'(x)>0 dla x<i(p-1), f'(x)<0 dla x>i(p~-1),

wigc f(x) dla p> 1 ma jedno maksimum lokalne w punkcie x=A(p— 1), a wigc jest to rozkiad
jednomodalny, przy czym mg=Ai(p-1).
2.154. a) EX=vir, xos=v2In2, me=1; b) P(X>1)=e"12,
2 1
2,155. a) EV=—=; b _-—,
W EV=Tms Dme=y
2,157, a) g()=232[1-@»)?1*y"1*® dla 0<y<2;
b) g(y)=12sinycosy(l—siny)> dla O<y<isn;

12
c)g(y)=~J-;lny(1--lny)2 dla O<y<e.

1 1
2.158. a =——y P lex (-—-) dla y>0;
) g(»)= o )y p " y
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1
b) g(y)=17(;)exp[-e’+y(p-1)] dla yeR;

1 O
¢) g(p)=——y*P %™ dla y>0.
I(p)

2.159. Nalezy skorzystaé z (2.5.3) Ilub zastosowaé¢ metod¢e podana w zad. 2.9.

1 dla O<y<l1i,
g()’)"‘{o poza tym.

2.160. Dokonujemy nast¢pujacej zamiany zmiennych:

xr -
I —4a

Y=a+(b—a)X=X=

’
—a

stosujac wzér (2.5.2) otrzymamy gestosc:

1
g(y)={3(p DG 0 G- dla asy<,

0 poza tym,

_ |3 dla 0O<x<2,
7 (")“{o poza tym.

Czas trwania ruchu T'=1/v- X, gdzie v jest stala predkoscia ruchu. Gestos¢ zmiennej loso-
wej T

v 2
— dla O<t<—,

g(t)=l 2 v
0 poza tym.

2.162. EX=10.

1 10\ 1 -10
mexp(—JL)+—exp(y ) dla 0O<y<10,

10 10 JT107P\ 10
o0 ! ( y____+10) dl >10
L i—-éexp\ 10 J d y .

L
2.163. Oznaczmy przez M — moc, L — pracg, ¢ — czas. Wiadomo, Ze M =—, u nas

1 m—4)?
M =§L: poniewaz gesto$¢ mocy pradu jest: f(m)= —:exp[—( 5 ) ], wiec dokonujac

\/215

1 1-8)°
podstawienia m= %l, otrzymujemy gestosé pracy pradu postaci: g(I)= Wi exp l:—( 2 ) ],
7

ol r r
a wiec gesto$¢ rozkladu N(8; 2).
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2.164. a) EV=E(X®)=%}, ES=E(6X%*=14,
7 dla 1<v<8,

b) g(0)= { 0 poza tym.

2.165. a) Gesto$é zmiennej losowej X jest postaci

Fox)= 1355 €xp(—355%>) dla x>0,
- 0 poza tym.

Dokonujac podstawienia x=./y, otrzymujemy:

aexp(—xi=y) dla
g(y)={3oo N 300 nnaza

m .
A4 PU‘I“ J E]

1 In x—u)? lnx—
——€eXp —(———zi)- 1+ xz!»t ,
2ﬂ;x2 20' tg

mq=exp(u—o?).

y>0,

b) EY=300.

2.166. f'(x)=
g

2.167. A=2h?, mo=—— P(R<mg)=0,393.

(. /¥\7*

i—(=— dia =,
2168. F(»)=P(Y<y)=1""\7) Y
dla pozostalych y.

2.169. Odpowiedz negatywna: kontrprzykladem jest rozklad réwnomierny na przedziale
(a, b) (rys. 5.23).

x
2.170. OdpowiedZ pozytywna: poniewaz F(x)= [ f(u)du, wigc z ciaglodci funkcji

= a0
podcatkowej wynika, Ze F jest nie tylko funkcia ciagla ale i réZniczkowalna i zachodzi
- J‘t ‘ta ‘t - N S A W e e N 'm“ﬁt A Al W AL NS WBAAR

F(x)=f(x) (2.3.2)).

Przyktadem gestoéci f nieograniczonej w otoczeniu jednostronnym dwéch punktéw jest
gestos¢ arc sinusa (zad. 2.13). Przyktadem ggsto$ci nieograniczonej w otoczeniu obustron-
nym przeliczalnej liczby punktéw a,<a;,q, i=0, +1,..., +n,... jest

® 1 1

Fe)= i??o‘” 2I‘l+21r\/(x—a;)(a:+1 —x)+2“ \/(x—ao) (ay—x) .

2.171. Zachodzi b) poniewaz dystrybuanta F jako funkcja gérnej granicy calkowania
w tym przypadku jest funkcja ciagla.

2.172. Aby wyznaczyé dystrybuante G zmiennej losowej Y= F(X), rozwazmy ja ko-
lejno w trzech wzajemnie wykluczajgcych si¢ przedziatach:

1) dla y<O0 jest oczywiscie G())=0, 2) dla O0<y<l G(y»)=P(¥Y<y)=P[F(X)<y].

F jako dystrybuanta zmiennej losowej ciaglej jest funkcja ciagla i wobec przyjetego

zaloZenia rosnaca, a wiec istnieie do niei funkeia ndwrotna ¥y= F~1fv) takse ciaola i rosnaca
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w <0, 1>, skad
G(y)=P[X<F '(y)]=F[F '(»)]1=y,

N Ala v~1 =1
y~1 =1i.

J} Wi UV}
Otrzymali§my wigc dystrybuante rozkladu réwnomiernego w przedziale <0, 1)
0 dla y<0,
G(y)={(y dla 0O<y<l,
1 dla y>1.

1 xP~!ex *! dla x>0
2.173. k(x)={ ? P\™72 ’
0 dla pozostatych x.

Otrzymali§my wigc gesto$é rozkiadu Weibulla (2.8.33).
2.174. P(Y>20) 1- P(X1<20)P(X2<20) 1—(1-e"%)>2,
2.175. EY = j'(x+b)f(x)dx-— jxf(x)dx+b [ f(x)dx=EX+b. Wobec istnienia

-0

EX wartoéé przemgtna zmiennej Y=X+b istnieje i jest rowna EX+5b,
2.176. Moda zgodnie ze wzorem (2.8.14) jest: my=2. Wyznaczmy dystrybuante:

{ 0 dla x<0,
1 2 -t

v~ N
s

Stad latwo obliczy¢:
PO<X<)=F(1)—F(0)=1—3¢".

2.177. (Rys. 2.29) mo=3.



ROZKADY UGIETE | ROZKEADY MIESZANE.

(

3.1. ROZKEADY UCIETE

W praktyce dos¢ czesto zdarza sig, ze jako model badanej cechy przyjmujemy zmienna
losowa X o wartosciach z przedzialu (a, b) skoriczonego albo nie. Z drugiej strony,wiadomo

todrnaly Sa hadawn cmal o omce I

jeanax, Z¢ badana cecha przyjmuje tylko wartosci z przedziatu skonczonego {a, f><(a, b).
Mozliwe sa wowczas dwie drogi postepowania:

1) Pomina¢ zbiér (a, a) U (B, b), jesli prawdopodobienstwa Pla<X<a) i P(f<X<b)
sg mate. Tak np. czesto korzysta si¢ w praktyce z rozkiadu N(u, o), mimo Ze rozktad zmien-
nej losowej X nie jest skoncentrowany na przedziale (=0, +o0), wiadomo jednak, ze

P(u—30<X <1t+30)~0,9973,

tak W]CC nomnamc nmwdnnodgblgnchuq p{—%\(j‘((,&_g,g) oraz P\,uﬁ".%(‘)"\X& TCO)

1 tym samym ograniczajgc zakres zmiennoéci X z przedziatu nicskonczonego do przedziatu
skoficzonego <y —30, u+30>, obliczamy prawdopodobienstwo z bledem okolo 0,0027,
¢o w wigkszoscl sytuacji praktycznych jest dopuszczalne.

2) Skorzysta¢ z tzw. rozktadéw ucietych: rozkladem ucietym dwustronnie, jesli a>a
oraz f<b, nazywamy rozklad zmiennej losowej

Y=X|a<X<p (3.1.1)

jezeli za$ a=a, albo f=b, mamy wowczas do czynienia z rozkladem ucietym prawostron-
nie badz lewostronnie.

Niech X bedzie zmienna losowa o dystrybuancie F, Y za$ ucigta zmienng losowg (3.1.1)

o dystrybuancie G. Korzystajac ze wzoréw na prawdopodobienstwo warunkowe, otrzymu-
jemy

G)=P(Y<p)=P(X<y|ausX<p)=

_P(a<X<y) F()-F()
S P(e<X<f) F(f+0)—F(x)

dia a<y<f. (3.1.2)
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W szczegélnym przypadku, gdy rozpatrzymy rozklady ucigte jednostronnie, otrzymamy:
1. dla a=a, F(a)=0, skad i ze wzoru (3.1.2)

F(y)
G(y)=P(X<y|X<ﬁ)==F(ﬁ+O) dla y<§B, (3.1.3)
2. dla f=b, F(3+0)=1
G(y)=P(X<y|X>a)=%g—()i) dla  y>a. (3.1.4)

Niech X bedzie zmienng losowa typu cigglego o gestosci f, wéwezas gestoéé g rozkladu

ucietego w poszczeedlnvch przvpadkach jest postaci:
cietego w poszczegolnych przypadkach jest po

1° dla rozkladu ucigtego dwustronnie, a wigc o dystrybuancie (3.1.2):

F»)

10)= F B—F@)

dla  a<y<p. (3.1.5)

Rysunck 3.1 przedstawia wykresy obydwu gestosci fi g we wspéinym ukladzie wspél-
rz¢dnych.

' /”:-9"‘}\
if
Rys. 3.1. Gesto§é fi gestosé ¢ rozkladu dwustron- i y=Fx) \

nie ucietego we wspOlnym ukladzie wspdirzednych

Q)
R

yil
A
34
5
U
5 | <
/ | 3
4{\)(\ | x,
/o |
N ! .
1
| !
}
/ \
0 8 x A -
0 @ x

Rys. 3.2. Gesto§¢ f i gesto$é g rozkiadu ucietego Rys. 3.3. Gesto$¢ f i gesto$¢ g rozkladu

prawostronnie ucietego lewostronnie
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2° dla rozkladu ucigtego prawostronnie o dystrybuancie (3.1.3):

ag(y)= dla y<8,

wykresy za$ funkcji fi g przedstawia rysunek 3.2.
3° dla rozkladu ucigtego lewostronnie o dystrybuancie (3.1.4):

_f
g(y)—I_F(a)

dla y>za.

(3.1.6)

(3.1.7)

Podobnie jak w poprzednich przypadkach wykresy gestosci fi g znajduja si¢ na rys. 3.3,

3.1.1. Zadania rozwiazane.

wykladniczy o gestosci:

ZADANIE 3.1. Czas bezawaryjnej pracy T elementu pewnego urzadzenia ma rozklad

1 t
f(t)=—1—exp(-7) dla ¢>0.

Po uplywie czasu #, wymienia sie element na nowy. Obliczy¢é warto$é przecietna czast

pracy elementu.

Rozwiazanie. Czas pracy elementu jest warunkows zmienng losowa

Y=T|T<t,,

a wi¢c o rozkladzie uci¢tym prawostronnie, skad jej gestosé g jest postaci

F)
g()=5=, dla y<t,,
1'\+p/

gdzie

to

Gestos€ ,,ucietego™ czasu pracy elementu jest:

/ y\
“*("3)

[t .
l—expk—r)

Sredni czas pracy elementu obliczamy, calkujac:

g(n=

| =

dla y<t,.

1 fo to exp(— ;—o)
EY= jye""dyral— .
l[l—exp(—t—o)]o l—exp(—-tf’-)
- -~ A- — -~ l &

1
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Korzystajac ze wzoréw: (3.1.2) - (3.1.4) mozna takze wyznaczy¢ rozklady prawdo-
podobienstwa ,,ucietych” zmiennych losowych typu skokowego.
Zilustrujemy to na przykladzie:

ZADANIE 3.2. Zmienna losowa X ma rozklad dwumianowy okreslony wzorem: (2.7.7).
Wyznaczy¢ ucigty rozklad dwumianowy zmiennej losowej Y, przyjmujgcej wartosci:
i=1,...,n

. . P(X=iAX+#0) P(X=iAnX+#0)
. P Y= =P =i = = .
Rozwiazanie i=1{\m (Y=i)=P(X=i|X+#0) P(X20) 1—P(X=0)

Wykorzystujac rozkltad dwumianowy, otrzymujemy:

A P(¥=i= (1 ),,(’.') p(l—pyt.

i=1,..,n

3.2. MIESZANINA DWOCH ROZKLADOW

Zatozmy, ze w magazynie znajduja si¢ elementy pochodzace z produkcji dwoch zakia-
déw, udzial elementéw pochodzacych z produkcji pierwszego zakladu wynosi py, z drugiego
pa, gdzie py, p,>0 oraz p,+p,=1.

Fpphp X hmh elementdw frnlrfnmmy iako zmienna losowa. ktéra ma rozklad o dvstrv-

Wiy SALAWILIALE AVSU VTity b UL e AL A WiimRLWe W W Ay

buancie Fy, Jeéh sa one wyprodukowane przez zaklad pierwszy oraz F,, je§li przez zaklad
drugi.
Cecha X elementéw znajdujacych si¢ w magazynie ma rozklad o dystrybuancie:

F(x)=p,F,(x}+p,F1(x). (3.2.1)
Rozklad o dystrybuancie (3.2.1) nazywamy mieszaning rozkladéw o dystrybuantach Fi,
F,, za$ p,, p, — wudzialami tych rozkladow w mieszaninie (3.2. 1).

Jesli f; i f, sa gestosciami dwéch rozkladéw typu ciaglego, to gestosé mieszaniny tych
rozkladéw wyraza si¢ wzorem:

FX)=p 1)+ p2fr(x), (3.2.2)
gdzie p;, p.>0 oraz p;+p,=1.
Podobnie jesli: P,(x;), ie N, Z Py(x;)=1 oraz P,(x;), i€ N, Y, P,(x;)=1s3funkcja-
i

mi nrawdonodobiefistwa rmien r"h losowvch typu skokoweso. to mieszanina tvch rozkla-
a—as. r LA uvrvuvvnv&;ub TY U SJAERLW/ AL JVA-I AW W TY Vu ‘v \‘ WNARWS AR TY bv, L3~ mlvuhuulubt lrJ WAL A o Bkl

déw jest rozklad typu skokowego okreslony wzorem:
i/}v P(X=x;)=p; P (X=x;)+p,P,(X=x,), (3.2.3)

[

gdzie p,, p.>0, p;+p.=1.
Mozemy takZze rozwaza¢ mieszaning rozkladéw typu cigglego o dystrybuancie F,
1 typu skokowego o dystrybuancie F,. Przypadek ten ze wzgledu na specjalne znaczenie

AMmAwWIMmYy w n 172
VIOWIINY W p. 3.0.
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Widac¢, ze o ile istniejg skonczone momenty zwykle rzedu r poszczegdlnych rozkladow,
réwne odpowiednio a,, «,, to istnieje skorficzony moment tego samego rzedu r mieszaniny

’

tych rozkladéw i jest on kombinacjg liniowa momentow o, o,
o%=pia+pr,/, reN. (3.2.4)

ZADANEE 3.3. Do systemu obstugi zglasza si¢ 100p %, klientéw uprzywilejowanych
(pierwszefistwo obstugi) i 100(1—p)% nieuprzywilejowanych. Rozkiad czasu obstugi
klientow uprzywilejowanych jest wyktadniczy (2.8.7) z parametrem A, a nieuprzywilejo-
wanych — z parametrem 4,. Wyznaczy¢ rozktad czasu obstugi losowo wybranego klienta
1 wyznaczy¢ jego sredni czas obstugi.

Rozwigzanie. Czas obstugi losowo wybranego klienta ma rozkiad bedacy mieszanina
dwoéch rozkltadow wyktadniczych, ktérego ggstos¢ jest postaci:

P X 1-p X
f(x)=-;———exp(—-ﬂ—)+ exp( ) dla x=0.

L1 Ay }VZ 2.2

Poniewaz wartosci przecietne rozktadéw wykladniczych sa odpowiednio réwne 2, i 4,
wige (3.2.4) daje

— =

3.3. ROZKEADY MIESZANE

Poza oméwionymi w rozdziale 2 zmiennymi losowymi typu skokowego i ciaglego
spotykamy w zastosowaniach zmienne losowe typu mieszanego. Na przyktad przy badaniu
materiatéw o duZej wytrzymatosci prowadzimy badania wytrzymatosci X tylko do pewnej
wartosci x,. Zaobserwowane wartosci pozwalajg opisa¢ rozklad prawdopodobienstwa
zmiennej X w badanej populacji tylko dla x<x,, nie precyzujac rozkladu dla x>x,.
Wowczas czgsto przyjmuje si¢, Ze prawdopodobienstwo tego, ze X>x, jest skupione
w punkcie x, i jezeli rozklad badanej cechy X w populacji jest ciagly, to rozklad prawdo-
podobienstwa otrzymany w wyZej opisany sposob jest rozkladem mieszanym.

Zmienna losowa X jest typu mieszanego, jesli jej dystrybuanta F jest postaci:

F{+v)— r
£y i

\ ” 1
)T HL

x), 3.3.1)
gdzie F, jest dystrybuantg zmiennej losowej typu ciaglego, F, — dystrybuantg zmiennej
losowej skokowej (dyskretnej), oraz p;, p,>0, p,+p,=1.

Ze wzoru (3.3.1) i wiasnosci dystrybuanty wynika, ze dystrybuanta zmiennej losowej
typu mieszanego ma skoriczong, badZ przeliczalng liczbe punktéw niecigglosci, przy czym
suma skokow (2.2.1) w tych punktach jest réwna p,, a wigc jest mniejsza od 1. Wykresem
funkcji (3.3.1) jest linia nieciagla, nie bedaca jednak linia schodkowa. Wykresy dystrybuant
F,, F;i Fdla p;=p,=% we wspdlnym ukladzie wspotrzednych przedstawia rys. 3.4.

Dystrybuanta F — jak to wida¢ ze wzoru (3.3.1) jest dystrybuantg mieszaniny (3.2.1)
rozkladow ciaglego i skokowego o udziatach p,, p,. Mozna udowodnié, Ze warto$é prze-

i? I L
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: P FC‘\{\

Rys. 3.4. Dystrybuanta F rozkladu typu mieszane- s = —"
go F(x)=%1F.(x)+4F«{x) o trzech punktach skoko- VD—‘
wych Y=F4(x)

/ /.

/ i 1 J S

y=Fr(x) 0 X1 x5 Xq X

o

EX= fo[l—F(x+0)]dx— F(x+0)dx,
0 @

gdzie F(x+0) oznacza granicg prawostronna dystrybuanty w punkcie x.

3.3.1. Zadania rozwigzane.
ZADANEE 3.4. Zmienna losowa X ma rozktad trojkatny o gestosci:

X dla 0<x<l1,
f(x)={2-—x dla 1<x<2,
L o poza tym.
0 dla X<I1,

Wyznaczyé rozklad zmiennej losowej Y ={ X—1 dla X>1.

Rozwigzanie. Zauwazimy, Ze

P(Y=0)=P(X<1)=4%
oraz

=
*ry
~~

"
~—

Il

P{Y~u\=P(Y

e N=P( YV v L =
Y o4 i)

l<y)= =Y

y+1

=4+ {(Z—x)dx=%+iy(2—y)-

Mamy wigc dystrybuant¢ zmiennej losowej Y postaci:

0 dla  y<o0,
F(y)={%+%y(2—y) dla O<y<l,
{ 1 poza tym.

(3.3.2)

Zmienna losowa Y jest zmienng typu mieszanego, poniewaz jej dystrybuanta ma 1 punkt
nieciagloéci yo=0 o skoku: F(yo+0)— F(yo)=4%<1, moZna ja takZe przedstawié¢ w postaci

(3.3.1), przyjmujac:
_Jo dla y<0, _ 0 dla y<0,
F‘(”)‘{1 dla  y>0, F‘(y)“{y(y—Z) dla  y>0,

oraz p,=p,=1.
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ZADANIE 3.5. Czas oczekiwania w pewnej kolejce ma rozklad, ktéry sktada sie ze skoku
1-po w punkcie x=0 i ciaglej skladowej typu wykladniczego o gestosci:

x
f(x) =p_:, exp( —-,-) dla x>0. Wyznaczy¢ dystrybuante i obliczyé warto$¢ przecigtna
A \ 4/

czasu oczekiwania T w kolejce.
Rozwiagzanie. Wiadomo, 2¢ P(X=0)=1—p,, oraz

t

A P(0<X<x)=13°—f exp(—-—-—)dt.

x>0 )». A,
0

Stad i z definicji dystrybuanty mamy:

0 dla x<0,

X

Ie""dt=1—poe'*’1 dla x>0.

0

F =
) 1—1»"04‘%2

Zauwaimy, Ze przyjmujac py=po, p2=1—po, oraz

pf0 da %<0, ( 0 dla - x<0,
x)= =
o) il dla x>0, 4x) 11—exp(—%) dla x>0,

mozemy F przedstawié w postaci (3.3.i).
Korzystajac ze wzoru (3.3.2), otrzymamy

o
EX=p, [ ¢c™"*dx=p,.
o

3.4. ZADANIA DO ROZWIAZANIA

3.6. Gestos¢ zaludnienia w pewnym mieScie jest postaci:

A e(r)=ae™™, a,b>0,

r>0
gdzie r jest odlegloscia (radialng) od centrum. Traktujac r jako zmienna losowsa, a wyZej
podana funkcje jako jej gestos¢ prawdopodobieristwa, wyznaczyé najwicksza odleglo$é 4
od centrum, potrzebng dla planowania sieci komunikacji, tak aby 759 mieszkaficéw byla
obstugiwana przez nig. Obliczy¢ wartos¢ przecigtng odlegtoéci od centrums a) mieszkarica
tego miasta, b) mieszkarica korzystajacego z sieci komunikacyjnej.

3.7. Zmienna losowa X ma rozklad Poissona okre§lony wzorem

AFe=?
P(X=k)=
( ) m

, >0,

Wyznaczyé ucigty rozklad Poissona zmiennej losowej ¥ przyjmujacej wartodci {= 2,3,..
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3.8. Czas T trwania pewnej operacji technicznej jest zmienng losowa o gestosci:

£()= {te dla >0,

poza tym.

W praktyce przyjmuje si¢ jednak, 2e czas T nie moze byé wigkszy niz T=10 h. Wyzna-
czy¢ ucicty rozklad czasu T. Obliczyé wartodé przeci¢tna czasu trwania operacji.

3.9. W magazynie znajduja si¢ zaréwki pochodzgce z produkcji dwéch zakladéw:
15% z zakladu 4 i 259 z B. Zakladamy, Ze czas §wiecenia Zaréwek produkowanych przez
zaklad A jest zmienna losowa o g¢stosci

100 exp( 1oox) dla X>0,
Si(x)= { 0

poza tym,

za$ czas X Swiecenia zarowek produkowanych przez zaklad B jest zmienna losowa o gestosci

Ja(x)= 5-1003xzexp(—1+mx) dla x>0.

0 poza tym.

Wyznaczy¢ rozklad czasu ¢ Swiecenia 2aréwek znajdujacych si¢ w magazynie. Obliczyé
wartoéé przecietna czasu $wiecenia losowo wybranej Zardwki.

3.10. Zmienna losowa X jest typu mieszanego, o wartoSciach z przedzialu (1, 3).
Niech P(X=1)=4=P(X=3), oraz A\ f(x)=%(x—2)*. Wyznaczyt i naszkicowaé

dystrybuante tego rozkladu oraz obliczy¢ warto$¢ przecigtng zmiennej losowej X.
3.11. Niech X bedzie zmienng losowa przyjmujaca wartosci réwne liczbie ortéw wy-

rzuconych na dwéch monetach, Y za$ zmienng losowa o rozkladzie réwnomiernym

w przedziale { —1, 1)>. Wyznaczy¢ i naszkicowaé dystrybuant¢ mieszaniny tych rozkltadéw

przyjmujac ich udzialy odpowiednio réwne: p;=1, p,=%. Obliczy¢ warto§é przecictng.

w wyznaczonym rozkladzie.

Odpowiedzi

3.6. Nato, aby c(r) bylo gesto$cia prawdopodobienistwa, potrzeba i wystarcza, aby a=b».
Dla mieszkaficow korzystajacych z sieci komunikacji gestosé prawdopodobienistwa

J(r) _ ,

Warto§¢ przecigtna odleglo$ci od centrum mieszkafica miasta ER=1/b, za§ wartoéé

przecigtna tej odlegloéci dla mieszkafica korzystajacego z sieci komunikacyjnej
1 de™

Ry=—-— —db "’
b 1-e
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lle-l
37. P(Y=i)= d .
AR ST e ey
bt 4 -t
| - — g dla 0<i<10,
1— [te~tdt ~ ¢
38, g(n=4""
0 poza tym,
ET 2-82¢°10
I<1le 10
3.9. f(x) 0’75e ( 1 )+ 0,25 x’ex( ! ) dla >0
9. f(x)= xp| —— — - x>0,
100 T\ "100" ) "3 1000 P\ T1007,
Ex =22 [ (34— Nexof =L xYaxz150
=700 )\ 21002 )P\ T100* )TV
0
0 dla x<1,
< 2 3
- = - <3,
310, Foy= |+ [HE-D1=143G=2°  dla 1<x<3
3
§-+j‘§(x—2)2d'x+-§=1 dla x>3
1
(rys. 3.5)
F(x)4

W= wirn
| i

Rys. 3.5. OdpowiedZ do zadania 3.10

EX=1-3+3-1+1% st(x~2)2dx=2,

€O W prostszy sposéb wynika z symetrii rozktadu mieszanego.

3.11. Dystrybuanta rozkladu dyskretnego

[0 dla
Foo) = } dla
dx)= i' dla

]1 dla

oraz dystrybuanta rozkladu ciaglego

0

F(x)= {*} (x+1)
1

dla
dla
dla

x<0,
0<x<1,
1<x<2,
x>2

x<—1,
Ix|<1,
x=1.
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Rys. 3.6. OdpowiedZz do rzadania 3.11

Dystrybuanta mieszaniny tych rozkladéw F(x)=1F,(x)+%F.(x), a wiec jest okre§lona

0 dla
Hx+1) dla
F(x)={35+3;&x+1) dla

;—; dla
1 dla

(rys. 3.6)

(o] 1 2
EX=— [3(x+Ddx+ [[1-&—3(x+DIdx+ [ 1 -1)dx=1.
-1 0 1

x< -1,
—-1<x<0,
O<x<l1,
1<x<2,
x>2



FUNKOJE

CHARAKTERYSTYGZNE

=

4.1. WEASNOSCI FUNKCJI CHARAKTERYSTYCZNYCH

Funkcjq charakterystyczng zmiennej losowej X nazywamy wartosc przecietng funkcji
"X gdzie t jest zmienng rzeczywista, a i — tzw. jednostka urojong; oznaczamy tg funkcije

przez ¢(t):
/\ ¢()=E(expitX). . (4.1.1)

fTeER

Poniewaz na podstawie wzoru Eulera [¢"*|=|cos tx+isin z‘xl—\/cos2 tx+sin®tx=1 dla
dowolnych ¢ € R, x € R, wiec wzoér (4.1.1) okresla funkcje charakterystyczna dla dowolnej
zmienne]j losowej. Zgodnie z definicja wartosci przecigtnej, funkcja charakterystyczna jest
okreslona wzorem:

Y pe*™  dla zmiennej losowej dyskretnej
k o rozkladzie P(X =x)=p:, gdzic Y, p=1,

~

(=1 g (14 dla zmiennej losowej typu ciaglego o gestosci . 4.1.2)
—jooe J(x)dx Jest to przeksztalcenie Fouriera funkcj f(x).

Funkcja charakterystyczna ¢ zmiennej losowej X jest funkcja zespolona zmiennej rzeczy-
wistej ¢ i ma nastgpujace wlasnosci:

a) p(0)=1,
b) A e(®)=o0(-1), gdzie @(—1) oznacza liczb¢ zespolona sprz¢Zong z o(—1t),

teR

o A je@|<1,

teR
d) ¢ jest funkcja ciagla na calej prostej,

e) p jest funkcja rzeczywista wtedy i tylko wtedy, gdy rozklad zmiennej losowej X
jest symetryczny wzgledem x=0.

Warunki a) - €) nie sa jednak warunkami wystarczajacymi do stwierdzenia, Ze funkcja

jest funkcja charakterystyczna pewnej zmiennej losowej; kontrprzyktadem jest ¢(1)= A
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Zauwazmy, ze wzor (4.1.2) okresla jednoznacznie dla danego rozktadu prawdopodobieristwa
funkcje charakterystyczng tego rozkiadu; mozna wykazaé, ze réwniez odwrotnie: Przy

zaloZeniu istnienia skoriczonej catki | |p(t)|dt, zachodzi wzér
¢ 8]
w
' 1 —itx
FY=F(x)=—1| e ""™p(t)dt, (4.1.3)
2n
= 00

przy czym gestosC f zmiennej losowej X jest funkcja ciggla dla xe R.
Jesti funkcja charakterystyczna ma okres 2m, to przyjmuje tylko wartosci catkowite

A pk— — 1 e ™p(t)dt, (4.1.4)
keC
gdzie p,=P(X=k)dla k=0, F1, F2,..., oraz Zpk——- 1, przy czym nie wszystkie p, musza
by¢ dodatnie. k

Powyzsze wyniki sy szczegdlnymi przypadkami nastepujacego twierdzenia:

Avioteisdes fa I 2 et
Jezeli ¢ jest funkcjq charakterystyczng zmiennej losowej X o dystrybuancie F, a x i x+

sq punktami ciqglosci dystrybuanty F, to

-

F(x+h)—F(x)=217f Xp(~it)—expit(x+h) . (4.1.5)

it

Wzor ten podaje jak mozna za pomoca funkcji charakterystycznej obliczyé: P(x<
<X<x+h), jesli x i x+h sa punktami ciagglosci dystrybuanty.

Mozna wigc przy badaniu wlasnosci rozkladéw prawdopodobiefistwa, — tam gdzie
Jest to wygodniej — postugiwaé si¢ funkcjami charakterystycznymi.

Szerokie zastosowanie funkcji charakterystycznych wiaZe si¢ z ich nastepujacymi
wlasno$ciami:

1. JeZeli istnieje k-ty moment zmiennej losowej X o funkcji charakterystycznej @, to @
Jjest k-krotnie rézniczkowalna (w sposob ciagly) i zachodzi zwigzek:

“(0) (4.1.6)
oraz jesli moina rozwingé o(t) w szereg Maclaurina, to

¢(0)

I 4.1.7)

on
e(t)= Y art*, gdzie a=
k=0

Znajac wspolczynniki a; rozwinigcia (4.1.7), mozemy obliczyé dowolny moment zwykty
wedlug wzoru:
a k!
ik

(4.1.8)

O(k=

10+
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2. Funkcja charakterystyczna sumy dowolnej skoniczonej liczby niezaleznych zmiennych
losowych réwna sie iloczynowi funkcji charakterystycznych tych zmiennych.

Warto podkresli¢, ze rowniez funkcja charakterystyczna sumy zmiennych losowych
zaleznych moze by¢ réwna iloczynowi funkcji charakterystycznych.

Z definicji funkcji charakterystycznej i1 wzoru (2.4.4) wynika, ze funkcja charakterys-
tyczna funkcji zmiennej losowej ¥Y=g(X) jest postaci:

Y et Cop, dla skokowej zmiennej
k losowej o rozktadzie p,=P(X=x,),
()= « PIR (4.1.9)
[ ¢ O (x) dx dla cigglej zmiennej
[ losowej o gestosci f.

4.1.1. Zadania rozwigzane.

ZADANIE 4.1. Wyznaczy¢ funkcje charakterystyczng dla rozkladu dwumianowego:
P(X-_«k)=(,':) F(L=py ¥, k=0, ...,n dla 0<p<l.

Rozwiazanie. Korzystamy ze wzoru (4.1.2) dla zmiennej losowej skokowej:

0= 3 ()= 5 (ot

k=0

=(pe’+q)", gdzie q=1-—p.

ZADANIE 4.2. Wyznaczy¢ ggsto$é f zmiennej losowej X o funkcji charakterystycznej
postaci: g(f)=exp (2it—3|¢|).
w o = N
Rozwiazanie. Funkcja ¢ spelnia warunek: [ |p(f)|df<co. Istotnie |p(t)|=
=e~3|cos 2¢+isin 2¢|=e73F|, przy czym
fe3ldt=2 [ e ¥dt=%<c0.
- 0
Mozemy wigc zastosowaé wzoér (4.1.3)

w0

1
f(x)=5n—f exp(—itx+2it—3|t|)dt.

-

Zbadamy wigc istnienie granic:

0 M
lim | exp(—itx+2it+3t)dt+ lim [exp(—itx+2it—3t)dt=
N—=w—-N Mswom 0O

=li

[exp[t(3+2i—ix)]]° _ l’exp[:(—3+2i—ix)]‘|M

+ lim
3+2l—lx |=N M- ——3+21—1x

N-ow o
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+lim _3Ncos[(2—-x)N]—isin[(2—x)N] 1 4
—— l ———
3+:(2 x) N..w 3+2i—ix —3+i(2—x)
+ lim e_3McosL( —x)M]+isin{(2— x)"].

M- —3+2i—ix

Drugi i czwarty skiadnik jest zerem, poniewaz sa to granice iloczynéw funkcji, w ktérych
pierwszy czynnik dazy do 0, a drugi jest funkcjg ograniczona. Otrzymujemy wiec

1 [=3+i@2-x)-3-i(2—x)]_1 3
f(x)“z?[ i2(2—x)>—9 ]_?(x—2)2+9'

Jest to gestosé rozkltadu Cauchy’ego (2.8.37) o parametrach u=2, A=3.
ZADANEE 4.3. Wyznaczy¢ rozklad prawdopodobienistwa, ktérego funkcja charakte-
rystyczna jest postaci: g(t)=e?".

Rozwiazanie. Poniewaz |p(t)|=1, wigc nie istnieje catka skoriczona: { |p(t)|dt 1 nie
o

mozemy skorzystaé ze wzoru (4.1.3). Poniewaz e”"jestfunkcja okresowa, wiec zmienna
losowa jest typu skokowego; wowczas ze wzoru (4.1.4) mamy

fe"""”“dr dla k=0, F1, ...

Y
1 [ _
pk=2— [cos(2—k)t+isin(2—k)t]dt=
T
17 0 dla k#2,
=7: cos(2—k)tdt:{1 dla ke

Stad funkcja @(f)=e*" jest funkcja charakterystyczna zmiennej losowej o rozkladzie
jednopunktowym skupionym w punkcie X=2: P(X=2)=1. Ten sam wynik mozna uzyskaé
nie poshigujac si¢ wzorem (4.1.4), a oplerajqc Sl@ na deﬁmcy funkcji charakterystycznej

(dla zmiennych

e"=Y e p,, gdzie p=P(X=x).
k

Poniewa. funkcja charakterystyczna zmiennej losowej wyznacza rozklad jednoznacznie,
a tozsamo$¢ powyisza moze zachodzi¢ wtedy i tylko wtedy, gdy suma (albo szereg) po
prawej stronie redukuje si¢ do jednego sktadnika identycznego z lewa strona, wiec poszu-
kiwanym rozkiadem jest rozktad jednopunktowy, okre$lony wzorem: P(X=2)=1,

ZADANEE 4.4. Zmienna losowa X podlega rozkladowi o funkcji charakterystycznej
p(t)=exp (—%2?) (jest to funkcja charakterystyczna rozkladu N(0, 1)). Wyznaczyé czwarty

moment 7WV](']’V fPl 7m|pnnpj

AAWwALE,
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Rozwigzanie. I sposdb. Obliczamy pochodne funkcji
¢'(t)=~texp(—1t’),
() =(*—exp(—41),
¢"(1)=(—1>+30)exp(—11%),
e () =(t*—61*+3)exp(—3t2), ¥(0)=3.

Stad i ze wzoru (4.1.6) otrzymujemy:
1
Oy= pry 3 = 3 .

IT spos6b. Rozwinmy funkcje ¢(t)=exp (—4t%) w szereg Maclaurina. Korzystajac
k

o0

t
z rozwinigcia funkcji expt= ), a dla ¢ R, mamy:
k=0 K.

—-1tH= .— dla teR.
exp(—1t%) kzo TR a te

0 (_1)k t2k

W rozwinigciu tym nie wystepuja nieparzyste potggi ¢, a wiec na podstawie wzoru (4.1.8)
wnioskujemy, Ze wszystkie momenty nieparzystego rzedu sa zerami. Wspodlczynniki przy

parzystych potggach 7 s postaci

(=1)"

~2k—k!— dla ke NO‘

dox=

Stad i ze wzoru (4.1.8) otrzymujemy:
(—1D*2k)! (2K)!

a2k=—W ——-5,"76—! dla keN.

Dla k=2 mamy a,=3.

ZADANIE 4.5. Wykazaé, Ze jezeli X i Y s3 niezaleZnymi zmiennymi losowymi, ktére
maja rozklady gamma o ggstosciach réwnych odpowiednio:

fix)= xP7le™*  dla x>0,
' I'(py)

1
=—yP2" 1Y (] >0
f() F(pz)y e a y>0,

to zmienna losowa Z=X+Y ma rozklad gamma o ggstosci

1
= gPttP27 1,7 4] >0,
1) F(P1+P2)z ¢ °

a wigc z parametrem p=p; +p,.
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Wiasnosé t¢ ujmujemy krotko mowiac: dla rozkladu gamma (jednoparametrowego)
zachodzi twierdzenie o dodawaniu wzgledem parametru p, co ozmnacza, Ze aby otrzymaé
gestosé sumy dwdch (albo wigcef) niezaleznych zmiennych losowych o jednoparametrowych
rozkladach gamma wystarczy w gestosci jednego ze skiadnikow parametr zastq pic¢ przez sume
parametrow obu (wszystkich) skladnikow.

Rozwiagzanie. Funkcja charakterystyczna zmiennej losowej X jest postaci

1 1 .
Q@ (t)ﬂ______J\eitxxm—le—xdx: pr'-ie-(l_'t)xdxz
ST (p1)0 F(pl)o

- I'(py) — 1 '
r(p)(A—i)® (1—it)™

Zastgpujac py przez p,, otrzymujemy funkcje charakterystyczna zmiennej losowej Y-

@2(t) '-"'(1 mer vl

Poniewaz X'i Y sa niezaleznymi zmiennymi losowymi, wigc z wlasnosci 2) wynika, ze funkcja
charakterystyczna zmiennej losowej Z jest rowna

o(1)= (1) 92(t) =d=ipree
Otrzymali§my wigc funkcje¢ charakterystyczna rozkladu gamma o parametrze p=p, +p,.
Stad zmienna losowa Z ma rozktad gamma o ggstosci f.

ZADANEE 4.6. Zmienna losowa X ma rozklad N(O, 1); wyznaczy¢ rozklad zmiennej
losowej Y=X2.

Rozwiazanie. Wyznaczmy funkcje charakterystyczna zmiennej losowej Y:

1
p(t)=E(expitX?)= [exp(itxz-%xz)dx———

/5.
Vil J

=

[=.¢]
— -— -
-

. ~ . s ~aan2 fs N1
1 (xV1-2it)? i \Y
alre— —_— " ldx= .
Vo J expl- 2 J . (1 "'2”)

— oo

Otrzymalismy funkcje charakterystyczna rozkiadu gamma (2.8.12) o parametrach /=2,
p=1%, zmienna losowa Y ma wigc rozklad x* o 1 stopniu swobody (2.8.16), ktérego

1
gestodeia jest funkcja: f(x)= NoTT %)x'l"ze_"’z dla x>0,
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Tablica 4.1. Funkcje charakterystyczne podstawowych rozkladéw prawdopodobiefistwa

Lp. Nazwa rozkladu Rozklad prawdopodobienistwa Funkcja charakterystyczna
= (Z) 7
1 dwumianow (=(pe"+q)"
owy k=0,1,....n p,q>0, e (1)
ptqg=1
. . — lk - 1\ V_k=v k= 1 tr \?
ujemny dwumiano- Pk—(,,__l) P q K=, v+l ()= pe )
2 wy 1—gé’
P:(1>0, P+q=1, VEN
e—llk
D= A keN, .
3 Poissona : e(t)=exp [A(c'—1)]
A>0
1 1 !:b__e!tn
4 rOwnomierny f(x)=—— dla a<x<b o)
-a b—a it
1 (x—p)*
f(x)= ———exP[——z“z—" s o1
5 normalny a\/ 2n d o{t)=exp (iyt——z—)
>0, ueR
gamma (dwupara- | (0= ro)” e"p( —)
6 metrowy) o) =(l_—-Tt)"
x>0, A>0, p>0
7 Laplace’a f(x)=%e" " ¢(:)=1+12
fX) =
8 Cauchy’ego A"+ (x—p)"] p(t)=exp(iut—A|t])
A>0, ueR
9 kiadni Foy=— x >0 (0
x)=—expl——}, x =
wyktadniczy 7 P 1 @ 1=t
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4.2, ZADANIA DO ROZWIAZANIA

4.7. Wyznaczy¢ funkcje charakterystyczna rozkladu:
a) zero-jedynkowego,
b) geometrycznego,
¢) liczby wyrzuconych orléow przy rzucie trzema monetami,
1 x—a
d) wykladniczego o gestoéci f(x)= _}TGXP(—T) dla  x>a,
0 dla x<a,

e) Laplace’a o gestosci: f(x)=4e1* .

4.8. Zmienna losowa X ma rozktad prawdopodobienstwa o funkcji charakterystycznej
9. Wyznaczy¢ funkcje charakterystyczng zmiennej Y=aX+b, gdzie a, b sa dowolnymi
liczbami rzeczywistymi (a#0).

4.9, Wykaza¢é, Ze nizej podane funkcje nie moga by¢ funkcjami charakterystycznymi:

i
.2
) p(O=exp(~ir),  b) pO=
, 2—|t] dla <2,

©) "’(’)={ o| | dia 1lt||>2.

4.10. Wyznaczy¢ gestosé prawdopodobiefistwa zmiennej losowej X, o funkcji charak-
terystycznej postaci:

a) g(f)=exp(—1t>),

1—¢ dl <1,
b) ¢(r)={ el

dla |t|>1,
¢) ¢(t)=cost,
d) e()= 3 @H)Fcoskr.

k=1
4.11. Wyznaczy¢ za pomocg funkcji charakterystycznych:
a) drugi moment zwykly rozkladu Poissona,

b) trzeci moment zwykly rozkladu dwumianowego,

c) k-ty moment zwykly rozkladu wykladniczego, o gestosci

AN L4y mamant zuvlbly Auninmarameatrawson razlladn oamma o oactnader noctar
\.l’ n I.J ALAVALAWELS LYY Y OuE ATy uyu;cu.uvuvvv\- W LVLDIGWW BULLLLIIG W EpDLUCWE pUOLSew
F 4
a p—1_-—ax
f(x)=Ff—\x e dla x>0, a,p>0.
i \p

4.12. Niech X i Y bg¢da niezalenymi zmiennymi losowymi o rozkladach:
a) Poissona z parametrami 4, i 4,,
b) wyktadniczych (2.8.7) z tym samym parametrem A4,
¢) gamma o ggstosciach odpowiednio réwnych:
art P2

xPTleT x>0, g()=——y"2 e, yp>0,

S =ron ’ (D)
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d) Cauchy’ego o gestosciach:
Az

1
O o e (A3 +(y—p)]

) Dla ktérych sposréd powyZzszych rozktadéw zachodzi tw. o dodawaniu i jesli tak, to
wzgledem jakich parametréow? Wyznaczyé rozklad zmiennej losowej Z=X+7Y.

4.13. Zmienna losowa X ma rozklad geometryczny p,=P(X=k)=(1—p)p", ke N,,
O<p<l1. Wyznaczy¢ rozklad sumy r niezalelnych zmiennych losowych o tym samym
rozkladzie geometrycznym.

4.14. X, ..., X, sg niezaleznymi zmiennymi losowymi o tym samym rozkladzie N(x, o).

g(y)=

Wyznaczy¢ rézktad zmiennej losowej X=— ) X;.

'S v 1 1L

4.15. Wykazad, ze jesli X 1 Y s3 niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozk}adach nor-
malnych: N{u,, a1}, N(u,, 02), to zmienna losowa Z=aX+5bY, gdzie a i b s3 dowolnymi
liczbami rzeczywistymi spelniajacymi warunek a2+52>0, ma rozklad: N(au, +byu,,
Ja*ol+b%a%).

4.16. Niech X 1 Y bgda niezaleznymi zmiennymi losowymi o tym samym.rozkiadzie
wykladniczym o gestosci:

f —x

e ™ dila x>0,
f(x)"{o dla  x<0.

Wyznaczy¢ rozklad zmiennej losowej Z=X-7.
4.17. Niech X 1 Y be¢da niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowych funkcjach
charakterystycznych ¢(¢). Wyznaczy¢ funkcje charakterystyczng zmiennej Z=X-—Y.
4.18. Wyznaczy¢ funkcje charakterystyczng rozktadu prawdopodobiefistwa o ggstosci
e JEA-3lx)  dla |x]|<2,
10 dla pozostalych x.

4.19. Wykazaé, ze¢ dla dowolnej rzeczywistej funkcji charakterystycznej ¢ zachodzi

nieréwnos¢
1+ @(21)22[ (1)
(dowdd przeprowadzié dla zmiennej losowej ciggle;j).

e Y o

na
wuapuwivuLol

47. a) p'rq; b) T ©) 341 d) —— -
i—ge 1—Alf 1+1¢

4.8, ¢,(1)=e"p(ar).

4.9. a) i b) ¢ nie spelnia warunku ¢(t)=m, ¢) ¢(t) nie spelnia warunku ¢(0)=1.

4.10. a) Zastosowa¢ we wzorze (4.1.3) podstawienie t=u—ix,

f(x)=:/;_—7-reXP(-%x2); b) f(x)=
d) P(X=k)=4@)"* dla keC-{0}.

1—cosx

» Xx#0; c) P(X=1)=%}, P(X=-1)=};

nx?
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4.11. a) a,=42+4; b) az=mp[p*(n—1Dn—-2)+3p(n—1)+1];
¢) rozwinaé ¢(¢) w szereg Maclaurina, a,=A"k!, ke N;

w  pp+D..(p+k—-1)

d) o= o .

e‘—().l + ﬁ.z)(’ll + Az)k

4.12. a) p,=P(Z=k)= P , keNy;
1 z ap1+pz . .
b) f(z)=—~zexp(——), z>0; ©) f(2)=————2Z'TT T 2>();
A A I'(py+p2)
1 Art+4, . .
d) f@)== > ¢) Tw. o dodawaniu zachodzi w przypadku

AL T A2) T Z— iy —Hy}
a) rozkladu Poissona, ¢) dwuparametrowego rozkladu gamma wzgledem p przy wspdlnym
parametrze a, d) rozkladu Cauchy’ego wzglegdem obu parametréw.

4.13. Jest to tzw. rozklad ujemny dwumianowy z parametrami r, p (2.7.14).
4.14. X ma rozktad N(,u, —a:)

Jn
4.16. f(z)=3e" 17, .
4.17. o(t)=Ee"* "V =gp(t)p(— )= p()e(t)=|o(D|2.

(LTI
4.18. (1) :{ ¢ (skorzysta¢ ze wzoru Eulera e™* = cosx + isinx).
1 dla t=0
w0 o0 -]
419. 1+ 920 =1+ [ **f(x)dx= § (1+cos2tx) f(x)dx=2 jmcosztxf(x)dxz

22[ T costx f(x)dx]*=2[@()}* (skorzystano tu z nieréwnosci Buniakowskiego-
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5.1. DWUWYMIAROWA ZMIENNA LOSOWA
I JEJ ROZKEAD PRAWDOPODOBIENSTWA

5.1.1. Dystrybuanta dwuwymiarowej zmiennej losowej. Przypusémy, ze badamy pewng
zbiorowos¢ ze wzgledu na dwie cechy np. $rubki ze wzgledu na $rednice przekroju i diugosé,
ludzi ze wzgledu na cigzar i wzrost, widkna bawelny — na dtugoéé i wytrzymatosé, wiek
matzonkow itp. Zdarzeniu elementarnemu (losowo wybrana s$rubka, czlowiek, wiékno
bawelny, malzenstwo) zostaly przyporzadkowane pary uporzadkowanych liczb rzeczy-
wistych. Podobnie bedzie przy rzucie dwiema kostkami sze$ciennymi, gdzie kazdemu
rzutowi jest przyporzadkowana dokladnie jedna para liczb (i, k), gdzie i, k= 1, ..., 6.

Te nrvv]rlnr‘n\vn nnr‘anr—t nary zmiennvch hpﬂq1pm\, nazywali dw
c pr Lol pPalk)y LiiLiCiidly MLiVALLY LlALY VWAl G uWy’lllu’UWyml Zmlennyml

Iosowymz
Niech X oraz Y bgda zmiennymi losowymi okreslonymi niekoniecznie na tej samej
przestrzeni probabilistycznej. Parg (X, ¥) zmiennych losowych X, ¥ nazywamy dwuwymia-
rowq zmienng losowq lub dwuwymiarowym wektorem losawym a X oraz Y jej wspélrzednymi.
Dystrybuantq dwuwymiarowej zmiennej losowej (X, Y) nazywamy funkcje F Zmiennych
x, y, ktéra dla kazdej pary liczb rzeczywistych (x, y) € R? przyjmuje wartosci réwne praw-
dopodobienstwu zdarzenia polegajacego na tym, Ze zmienna losowa X przyjmie wartosé

mniejsza od x 1 zmienna losowa Y przyjmie warto$¢ mniejsza od y:
F(x,y)=P(X<x,Y<y) dla (x.y)eR’. (5.1.1)

F nazywamy takZe dystrybuantq iqcznej zmiennej losowej (X, Y).
Wtasnosci dystrybuanty.

/\ lim F(X, y)=0, /\ lim F('x» y)=0’

a) XeRy—+—ow YeRx*—m

s (5.1.2)
¢) Dla dowolnych punktéw: (xy, y1), (x;, y;) takich, ze x,<x, i y1<y,, zachodzi
nierownosé:
F(xy, y2)—F(x3, y1)—F(x,, Y2)+F(xy, y)=0.

Warunek ten okaZe si¢ oczywisty, jesli zauwazymy, e lewa strona ostatniej nieréwnosci
jest rowna P(x, <X <Xz, y1<Y<y,;) (rys. 5.1).
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Rys. 5.0, P(x; < X<xp, 1< Y<y)=F(x;, ¥2)— F(xz, y1)—
—F(xy,y2)+ F(x:, y)=0.

d) Dystrybuanta j kcja n
kazdego z argumentéw x badz y.
Kazda funkcja dwéch zmiennych spelniajaca warunki a) - d) moze byé traktowana
jako dystrybuanta dwuwymiarowej zmiennej losowej (X, Y). W zastosowaniach naj-

czesciej spotykamy dwuwymiarowe zmienne losowe typu skokowego badz typu ciaglego.

iest funlcia
est Tunkcjq
r

5.1.2. Dwuwymiarowe zmienne losowe typu skokowego. Dwuwymiarowa zmienna losowg
(X, Y), ktora przyjmuje skoniczong, badz przeliczalng liczbe wartosci (x;, ¥,), kazda od-
powiednio z prawdopodobienstwem:

P(X=x,-, Y=yk)=pik dla i, kEN, (5.1-3)
przy czym 3.9 py=1, nazywamy dwuwymiarowq zmiennq losowq skokowq (dyskretnq)
K

(zad. 5.2). Funkcje (5.1.3), ktéra wartosciom (x;, y,) przyporzadkowuje odpowiednie
prawdopodobieistwa p;,, nazywamy funkcjq prawdopodobieristwa dwuwymiarowej zmiennej
losowej (X, Y).

Znajac funkcj¢ (5.1.3) mozna wyznaczy¢ dystrybuante dwuwymiarowej zmiennej loso-
wej (X, Y) i odwrotnie. Jedli dwuwymiarowa zmienna losowa (X, Y) przyjmuje skonczong

liczbe wartosci, to wygodnie jest umiescié wartosci funkcji prawdopodobiesistwa (5.1.3)
w tabelce dwudzielcze;j:
X

Vi X1 Xz X Dy

J1 P11 P21 Pmi1 Pa

Y2 Piz P22 Pmz D.2

Vs Pis Das .- DPms Ds

P Py P2, Pm 1
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Powiemy, Ze zostal wyznaczony rozklad prawdopodobiefistwa dwuwymiarowej zmien-

nej losowej skokowej, gdy znana jest jej dystrybuanta albo funkcja prawdopodobiefistwa
(5.1.3).

ZADANIE 5.1. Z talii 52 kart wylosowano 1 karte. Niech zmienna losowa X przyjmuje
wartosci rowne liczbie wylosowanych aséw, za§ ¥ — liczbie wylosowanych pikow. Wyzna-
czy¢ rozklad prawdopodobiefistwa dwuwymiarowej zmiennej losowej (X, Y).

Rozwiazanie. PoniewaZ losujemy tylko 1 karte, kazda ze zmiennych X, Y moze
przyjmowaé z dodatnim prawdopodobiefistwem tylko dwie wartoéci O albo 1.

Oznaczmy przez:

A zdarzenie polegajace na wylosowaniu asa pik,

B zdarzenie polegajace na wylosowaniu karty pikowej, kt nic jest asem,
C zdarzenie polegajace na wylosowaniu asa, ktéry nie jest pikiem,

D zdarzenie polegajace na wylosowaniu karty, ktéra nie jest asem i nie jest pikiem,

Ara
Ula

P(X=0,Y=0)=P(D)=3;, P(X=1,Y=0)=P(C)=3,
P(X=0, Y=1)=P(B)=3;, P(X=1,Y=1)=P(4)=23,.
Y 0 1
1 5 P

3.1.3. Rozklady brzegowe zmiennych losowych typu skokowego. Oznaczmy:

pi. =Zpi'].; dla iG N, (5;1;4,
k
Pe=2,Pu dla keN. (5.1.5)

Zauwaimy, Ze p; =P(X=x;,, Y=y)+P(X=x;, Y=y,)+... jest prawdopodobiefistwem
tego, Ze zmienna losowa X przyjmie wartos$¢ réwna x;, bez wzgledu na to, ktora z wartosei:
Y1, Y2, ... PIZyjmuje zmienna losowa Y, oraz, ze Y p;, =1, a wiec funkcja:

P(X=x)=p;,, ieN (5.1.6)

wyznacza rozkiad prawdopodobieristwa zmiennej losowej X, nazywany rozkladem brzego-
wym (marginalnym) zmiennej losowej X w rozktadzie dwuwymiarowej zmiennej losowej
(X, Y)(jak widac z tabelki — p,_zapisuje si¢ na brzegu tabelki). Podobnie okreslamy rozklad
brzegowy zmiennej losowej Y jako rozklad prawdopodobiefistwa okre§lony wzorem:

P(Y=y)=pi, keN. (5.1.7)
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Oznaczmy przez F, i F, dystrybuanty rozkladéw brzegowych zmiennych losowych
X i Y odpowiednio. Jesli (X, Y) jest dwuwymiarowa zmienng losowa skokowa, to

Fix)=Y p;, dla xeR, (5.1.8)
F,(3)= > px dla yeR. (5.1.9)
Yk<y

ZADANIE 5.2, Pewien mechanizm sklada si¢ z dwoch két zgbatych: duZzego i1 malego.
Warunki techniczne przy montazu urzadzenia zostaja naruszone, jes$li w obu kotach

‘v‘v’}’“ﬁp‘dj?t dudutnle G"Ch"le'}}a gPJbOS’“ zehow nﬂ nnmw\a]npgn ufymlaﬂl Rr\hr\fnﬂ(‘ AVQT\A-

ANSARAIRACR LA AW

nuje 2 kotami zgbatymi duzymi: ,,plusowym” i ,,minusowym” i dwoma matymi ,,plusowym
i ,,minusowym”. Rozwazmy zero-jedynkowe zmienne losowe X 1 Y: zmienna losowa X
przyjmuje wartoéé 1, jesli robotnik wylosuje duze koto ,,plusowe” i 0 jesli duze koto ,,mi-
nusowe”’. Analogicznie okreslona jest zmienna losowa Y w przypadku kola malego.
a) Wyznaczyc i naszkicowaé¢ dystrybuantg F dwuwymiarowej zmiennej losowej (X, Y).
b) Obliczy¢ prawdopodobienistwo naruszenia warunkéw technicznych przy montaZzu
mechanizmu,

Rozwigzanie. a) Dwuwymiarowa zmienna losowa (X, ¥) przyjmuje wartosci (0, 0),
(1, 0), (0, 1), (1, 1) z prawdopodobiefstwami:

P(X=0,Y=0)=P(ANnB)=P(4)P(B)=4%-4=1,
P(X=1,Y=0)=P(A'nB)=P(A)P(B)=%-1=1%,
P(X=0,Y=1)=P(AnB)=P(A)P(B)=%1-}1=1%,
P(X=1,Y=1)=P(4A' nB)=P(A)P(B)=%1=1,

gdzie A jest zdarzeniem polegajacym na wylosowaniu duzego kola z¢batego ,,minusowego”,

B — malego kola ,,minusowego”, zas§ A’, B’ sa odpowiednio zdarzeniami przeciwnymi
do A i B. Zestawmy otrzymane wyniki w tabelce:

X4
Ve 0 1
0 3 3
1 : E:

Stosujac wzoér (5.1.1) wyznaczymy dystrybuante F dwuwymiarowej zmiennej losowej
(X, Y): dla wygody umie$émy jej wartosci w tabelce:
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X
y (—,0>| (0,15 (1, )
(—c, 0> 0 0 0
(0, 15 0 1 3
(1, ) 0 1 1
Szukana dystrybuanta (rys. 5.2) jest wigc okre§lona wzorami

0 dla x<0vy<0,

$ dla 0<x<1AO0<y<l,
F(x,y)=33% dla x>1A0<y<l1,

1+ dla O<x<lay>1,

1 dla x>1ay>1.

b) Naruszenie warunkéw technicznych montaZzu nastapi wtedy, gdy robotnik wybierze
losowo duze koto zgbate ,,plusowe” i mate ,,plusowe”; jest to koniunkcja zdarzeri nieza-
leznych A’, B’, a wigc P(A' n B)=P(A)P(B)=11=1.

1t | o ‘:3'0.:‘015:“\. e
mMT OO, \\
| i\\@%ﬁ&\\ R

P

Q

_CrOr,S,ss,OOrOrrOOrrEEeEE

ZADANIE 5.3. Dwuwymiarowa zmienna losowa (X, Y) ma rozklad okreslony w tabelce:

X
Fr 1 2 3
2 0,1 0,2 0,3
4 0,1 0,1 0,2

Wyznaczy¢ dystrybuante rozkladu brzegowego zmiennej losowej Y.
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Rozwigzanie. Aby wyznaczy¢ rozklad brzegowy (5.1.7) zmiennej ¥ sumujemy praw-
dopodobienstwa w tabelce dwudzielczej w wierszach i tak:

P(Y=2)=0,1+0,2+0,3=0,6,
P(Y=4)=0,14+0,14+0,2=0,4.
Rozklad prawdopodobiefistwa zmiennej Y jest wigc rozkladem dwupunktowym:
»w| 2 | 4
p«| 06 | 04

Dystrybuanta (5.1.9) tego rozkladu jest okre$lona wzorami:
0 dla y<2,

F,(»)={06 dla 2<y<4,
1 dla y>4.

S.1.4. Rozklady warunkowe zmiennych losowych typu skokowego. Zalézmy, ze wszystkie
prawdopodobieiistwa p, rozkladu brzegowego zmiennej losowej Y s3 dodatnie i rozwazmy

P(X=x|Y=y)="% (5.1.10)
y
Zauwazmy, Ze:
N A Os?‘sl, poniewaz licznik jest jednym ze skladnikéw mianownika (5.1.5),
t,ke N &

2) AY P(X=x]|Y=y,)=1, poniewaz
kT

Wz6r (5.1.10) okresla zatem rozklad prawdopodobiefistwa zmiennej losowej X przy ustalo-
nej wartodci Y=y,, nazywamy go rozkladem warunkowym zmiennej losowej X, pod wa-
runkiem, Ze Y przyjmuje ustalona wartoéé réwna y,. Podobnie mozna okresli¢ rozklad
prawdopodobiciistwa zmiennej losowej Y przy warunku, 2e X przyjmuje wartoéé x,:

Pa

P(Y=y|X=x)=—,
Pi.

keN, (5.1.11)

T, \wekelil

jesli A p.>0.
i

Dystrybuanty rozkladéw warunkowych oznaczmy odpowiednio przez: F(x|n),
F(y|x)). Podobnie jak dla innych rozkladéw skokowych mozna je wyznaczyé wediug
WZOrow:

F(x|y)=P(X<x|Y=y)= Y 7%, (5.1.12)
xi<x Py
FOl)=P(Y<)Xx=x)= ¥ P=. (5.1.13)
w<y Pi,

11 Rachunek prawdopodoblefistwa



162 5. Dwu- i wielowymiarowe zmienne losowe

ZADANIE 5.4. Niech dwuwymiarowa zmienna losowa (X, Y) ma rozklad podany
w tabelce:

X1
Vx 2 3 3,5 4 5
2 = = 5 0 0
3 3 Y 38 33 0
3.5 0 55 5 3 3
4 0 0 0 = 2
5 0 0 0 L =

gdzie X jest oceng klaséwki z matematyki losowo wybranego ucznia pewnej klasy, ¥ za$
ocena klasowki z fizyki. Wyznaczy¢ rozkiad warunkowy zmiennej iosowej ¥ pod wa-
runkiem, ze X=4.

Rozwiazanie. Korzystamy ze wzoru (5.1.4). Sumujac w tabelce dwudzielczej prawdo-
podobienstwa w kolumnie czwartej odpowiadajacej X=4, otrzymamy: p, =P(X= 4):35’5,
Rozklad warunkowy zmiennej losowej Y przy warunku X'=4 otrzymamy ze wzoru (5.1.11)

P(X=4,Y=y) P(X 4, Y= yk)

P(Y=yl|X=4)= F(X=3) <
P(Y=2|X=4)=0, P(Y=3]X=4)=L, P(Y=35|X=4)=§, P(Y=4|x=4)=3,
P(Y=5|X=4)=
X * %

Innym typem dwuwymiarowych zmiennych losowych sa tzw. zmienne losowe typu ciggle-
go,np.wytrzymalosé i dlugos¢ odcinka drutu wybranego losowo z pewnej partii, albo wlok-
na baweiny wylosowanego z okreslonej beli, wzrost i masa czlowieka z pewnej grupy ludzi.

5.1.5. Dwuwymiarowa zmienna losowa typu ciaglego. Dwuwymiarowq zmiennq losowg
(X, Y) nazywamy typu cigglego, jesli istnieje nieujemna funkcja f taka, Ze dystrybuanta tej
zmiennej losowej da si¢ przedstawi¢ jako catka

FGe,p)= [ [ [ fu,0)do]du dla (x,y)eR?; (5.1.14)

- T
funkcje f nazywamy gestoSciq rozkladu prawdopodobieristwa. Z (5.1.14) i interpretacji
catki wynika, ze dystrybuante F w punkcie (xo, o) mozna traktowaé jako objgtosé bryly
ograniczonej powierzchniag § o réwnaniu z=f(x, y), plaszczyznami x=x,, y=y, i t3
czescig plaszezyzny Oxy, dla ktdrej x<xp i y<y, (rys. 5.3).
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Rys. 5.3, Warto$¢ dystrybuanty F(xo, yo) na rysunku
gestosci f dwuwymiarowej zmiennej losowej (X, Y)

Wtasnosci dwuwymiarowej zmienne;j
[« o] [¢ o]

) | Jf&x,»dydx=1, (5.1.15)
- —®

2) w punktach (x, y) ciagtosci / mamy

0%F (x, y)
— T f(x, ), (5.1.16)
0x dy
3) dla obszaru regularnego B< R?
P{(X,Y)eB]= ”f(x y)ydxdy, (5.1.17)

w szczegolnosci gdy B jest prostokgtem, tzn. B={(x, y): a<x<bAc< y<d}, wtedy
b d '
PasX<bAac<Y<d)= j'[jf(x,y)dy]dx (rys. 5.4).

Pow1emy, Ze dany _]eSt rozktad prawdopodoblenstwa dwuwymiarowej zmiennej losowej

[ P P PRI Py

CgOo, je li JCDL Znana jcj u_ybuyuuama lub ggstosé.

)

Rys. 5.4. Pla< X<bA c<Y<d) na rysunku gestosci
dwuwymiarowej zmiennej losowej (X, Y)

| \[ 3
i T 2777 7
;/ \_ L7
y
ZADANEE 5.5. Dobraé tak stala ¢, by funkcja

cxy dla 0<x<2A0<y<1,
S G, 9)= { dla pozostatych (x, y)

byla gestodcia dwuwymiarowej zmiennej losowej (X, Y) oraz wyznaczy

(o

11
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Rozwigzanie. Stala c nalezy tak dobraé, aby
2 1
c[(fxydy)dx=1,
0 0

skad c=1. Ggstoé¢ f dwuwymiarowej zmiennej losowej (X, Y) jest wigc postaci:

_lxy dla 0<x<2A0<y<l,
f(x,y)—{o dla pozostalych (x, y).

Podzielmy ptaszczyzn¢ Oxy prostymi: x=0, x=2, y=0, y=1 na nastgpujace obszary
(rys. 5.5), w ktdérych korzystajac z (5.1.14) wyznaczymy dystrybuante.

A

3 ; W//%%z ] _ Rys. 5.5. Do zadania 5.5

1) (x,)ed
F(x, y)= [ ([ uvdv)du=3%x*y?,
0 0

2) (x,y)eB
2y 2 y
F(x,y)=§([uvdv)du= [udu [pdv=1%-22-1y*=y3,
0 0 0 0

3) xy)eC L
F(x,y)= [([uvdv)du=4}x?,
o 0

4) (x,y)eD o
F(x,y)= f(fuvdv)du=1.
0 0

Dla pozostalych punktéw (x, y) € E jest F(x, y)=0, a wigc dystrybuanta jest okreflona
wzorami:

0 dla obszaru E={(x, y): x<0vy<0},
}x?y? dia obszaru A={(x,y): 0<x<2A0<y<1},
F(x,y)=1{y’ dla obszaru B={(x, y): x>2A0<y<1},

x? dla obszaru C={(x, y): 0<x<2Ay>1},
1 dla obsZzaru D={(x,y): x>2Ay>1}.
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5.1.6. Rozklady brzegowe zmiennych losowych typu ciaglego. Oznaczmy
fix)= [ f(x,y)dy. (5.1.18)

Zauwazmy, ze dla kazdego xe R mamy f,(x)>0 oraz

[} a0 [+ ]
wal(x)dx= §UIf(x,y)dyldx=1.
- = —a

Funkcja f; okreslona wzorem (5.1.18) jest wigc gesto§cia zmiennej losowej X. Rozklad
prawdopodobiefistwa wyznaczony przez funkcj¢ (5.1.18) nazywamy rozkiadem brzegowym
zmienne) losowej X w rozkltadzie dwuwymiarowej zmiennej losowej (X, Y). Jak to wynika
ze wzoru (5.1.18) dla kazdego ustalonego x=x; warto$¢ f,(x,) jest réwna polu obszaru D
le2acego w plaszczyinie x=x, okreSlonego nastgpujaco: D={(y,z): 0<z<f(xy, Y) A
Ay € R}, co ilustruje rysunek 5.6.

Rys. 5.6. Warto$¢ f(x,) gestosci rozkladu brzegowego
zmiennej X na rysunku gestodci f dwuwymiarowej
zmiennej losowej (X, Y)

Dystrybuante rozkladu brzegowego zmiennej losowej X (ciaglej) w rozkladzie dwuwymia-
rowej zmiennej losowej (X, Y) wyznacza wzor:

Fi(x)= ([ | f(u,y)dyldu= [ f(u)du dla xeR. (5.1.19)

— e =K

W podobny sposéb mozemy okresli¢ rozklad brzegowy zmiennej losowej Y, ktérego
gestoscig jest funkcja f, wyznaczona nastgpujaco:

fz(y)=_}°f(x, ¥y) dx, (5.1.20)

a dystrybuanta funkcja F,, przy czym:

F,(y)= } [ Tf(x,v)dx]dv--: }fz(v)dv dla yeR. (5.1.21)

—=w =



166 5. Dwu- i wielowymiarowe zmienne losowe

Mozna poda¢ takze zwigzek migdzy dystrybuantami rozktadéw brzegowych, a dystry-
buanta F dwuwymiarowej zmiennej losowej (X, Y), a mianowicie:

Fi(x)=limF(x, y),
ymeo (5.1.22)
Fy(y)=1im F(x, y).
X—=

ZADANIE 5.6. Dwuwymiarowa zmienna losowa (X, Y) ma rozktad rownomierny w ob-
szarze D={(x,y): 0<x<In A0<y<cos x}. Wyznaczy¢ gestosci rozktadéw brzegowych.
Rozwiazanie. Gestos¢ dwuwymiarowego rozkladu réwnomiernego — podobnie jak

w przypadku jednowymiarowym — jest stala rozna od zera w obszarze D. Wobec (5.1.15)

n/2

stala ta jest rtéwna odwrotnosci pola obszaru D, w naszym przypadku: |D|= | cosxdx=1,
0
stad gestos¢ dwuwymiarowe] zmiennej losowej (X, Y) jest okreslona wzorem:

1 dla. (x,y)eD,

fix, .V)={0 dla pozostatych (x, y).

Jej wykresem (rys. 5.7) jest ta czg$¢ plaszezyzny z=1, ktdrej rzutem na plaszczyzn¢ Oxy

Rys. 5.7. Gesto§¢ dwuwymiarowej zmiennej losowej
~ » (X,Y)z zadania 5.6

ol

y/1

jest obszar D. Korzystajgc z (5.1.18), otrzymujemy gestosé brzegowa zmiennej losowej X
postaci:

{ | ldy=cosx dla 0<x<inm,
fix)=1 ° N . s
R ¢ 0 dla pozostaiych x.
W celu wyznaczenia gestosci brzegowej zmiennej losowej ¥ zauwazmy, Ze obszar D=
={(x,»): 0<y<1AO0<x<arc cosy}, a wigc

arc cos y

f(y)‘{ | 1dv=arccosy dla Oy,
)=

0
0 dla pozostatych y.

5.1.7. Rozklady warunkowe zmiennych losowych typu ciaglego. Zaldézmy, Zze gestosc
brzegowa f, jest skoncentrowana na przedziale (c, d) (moze to by¢ przedzial niewlasciwy),
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oznaczmy:

=29 42 xernc<y<d. (5.1.23)

f2(»)

Funkcja f(x | ») jest dla x e RAc<y<d nieujemna oraz spelnia warunek:

dx= , P)dx= =1,
Jf(xly) x fz(J’)J f(x, y)dx fz(y)fz(y) 1

jest wige gestoscia zmiennej losowej X, nazywamy ja gestosciq warunkowq zmiennej losowej
X przy warunku, Ze zmienna Y przyjela warto$é réwna y. Dystrybuante rozkladu warun-

vy
kowego (5.1.23) wyznaczamy wedlug wzoru:

X 1 X
F = du= d.
x]3) f fluly)du=— f f @, y)du (5.1.24)

dla xeRAc<y<d.

Podobnie okreslamy rozklad warunkowy zmiennej losowej Y przy warunku X=x;
gestosé tego rozkladu wyrazi si¢ wzorem:

f(x,y)
S x(x)

jesli gestos¢ f, rozkiadu brzegowego zmiennej losowej X jest skoncentrowana na przedziale
(a, b). Dystrybuanta tego rozkladu jest okreslona wzorem:

fly|x)=

dla yeRAa<x<b, (5.1.25)

F(y|x)= [‘f(v|x)dv=ri [f(x,v)dv dla yeRAa<x<b. (5.1.26)

J JIN
-

ZADANIE 5.7. Dwuwymiarowa zmienna losowa (X, Y) ma rozklad o ggstosci

Flx )_{é(x+y+2) dla 0O<x<2Aal<y<2,
V= 0 dla pozostalych (x, y).

~

Wyznaczy¢ gestos¢ i dystrybuante rozkladu warunkowego zmiennej losowej Y przy wa-
runku, Zze X=x.

Rozwigzanie. Poszukiwang ggsto$é okresla wzor (5.1.25), nalezy wigc wyznaczyé
najpierw gesto$¢ brzegowa zmiennej losowej X:

L
fl(x)={311("+J’+2)dy=$[(x+2)y+%y2]f=é(x+§) dla 0<x<2,

0 dla pozostalych x

1 dla ustalonej wartosci x € (0, 2) otrzymamy gestosc:
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x+y+2
——— dl 1 2,
folo={x+35 ¢ T
0 dla pozostalych y

oraz dystrybuant¢ rozkladu warunkowego

0 dla y<l1,
¥y
x+v+2
= dv dl 1<y<2,
F(y|x) j ~135 v dla y
1
| 1 dla y>2.
=
4 x+2)(y—D+
Poniewaz Jf+2+0dv= » wiec otrzymujemy
X+3,5 x+3,5 R
0 dla y<l1,
(y—D2x+y+5)
= dl 1<y<2,
Fly l x) 2x+7 2 Y
1 Ala TRy |
l L Wia Jf P 2l
5 1.8. Niezaleno$¢ zmiennych losowych, Jednym z wazZniejszych pojeé rachunku prawdo-

nadahion ot nAtarta miarn ladem ~dng pemianmuns h 1A rh
e UUI\/IIQL““ J\.rl)'- PUJEU[D lll\'La‘LLllUDU‘ Lul]bllll)’\ull IUDUWJ\.«U

Zmienne X=X(w) i Y=Y(w) nazywamy niezaleznymi zmiennymi losowymi, jesli dla
dowolnych(') zbioréw A4 i B na prostej zdarzenia losowe Z;={w: X(w)eA} i Z,=
={w: Y(w) € B} sa niezalezne (p. 1.3), tzn.

Pl{w: X(w)e 4, Y(w)eB}]=P[{w: X(w)e A}]P[{w: Y(w)e B}].
W szczegbélnym przypadku przyjmujac A=(— o0, x), B=(—o0, y), gdzie x, y e R, mamy:

Warunkiem koniecznym i wystarczajqcym na to, by X i Y byly niezaleznymi zmiennymi
losowymi jest, by dla kazdego (x, y) € R* dystrybuanta F dwuwymiarowej zmiennej losowej
(X, Y) byla iloczynem dystrybuant rozkiadéw brzegowych Fy i Fj:

F(x,y)=F(x)Fy(y). (5.1.27)

Dla zmiennych losowych typu ciaglego o znanych gestosciach wygodniej jest korzystaé
z twierdzenia:

Warunkiem koniecznym i wystarczajgcym niezaleinosci zmiennych losowych X, Y
0 gestosciach odpowiednio rownych f,, f, jest zachodzenie réwnosci:

f(x, Y)=fi(x)f2(y) dla x,yeR, (5.1.28)
gdzie f jest gestoSciq dwuwymiarowej zmiennej losowej (X, Y).

() A, B sg zbiorami borelowskimi na prostej.
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Zmienne losowe X i Y typu skokowego sa niezaleine wtedy i tylko wtedy, gdy
PX=x;,,Y=p)=P(X=x)P(Y=y,) dla i,keN, (5.1.29)

co zapisujemy réwniez w postaci:

px=ni.px dla i,keN,

gdzie wszystkie trzy funkcje p z (5.1.29) sa odpowiednio funkcjami prawdopodobienstwa
dwuwymiarowej zmiennej losowej i jej rozkladow brzegowych (5.1.4, 5.1.5). Zauwazmy,

A = 1T AN 1 A0ON P ol antn bl AL rrmaeiaa e ciiarals waseraailen  das
L8 4, \J.1.47), \J.1.47) I OKICSICllla 1UZR1AUOW WalUlIARUWYLL Wylllha, £ZL.

X i Y sq niezaleznymi zmiennymi losowymi wtedy i tylko wtedy, gdy rozklady warunkowe
§q réwne odpowiednim rozkladom brzegowym, co za pomocq np. dystrybuant zapisujemy
nastepujgeo:

F(ylx)=F2(y), F(le’)=F1(x)-

LN

5.1.9. Zadania rozwigzane.

ZADANIE 5.8. Rzucamy jedng kostkag do gry. Niech zmienna losowa X przyjmuje
warto$é¢ 0, gdy wyrzucimy parzysta liczbe oczek (zdarzenie A), oraz wartos¢ 1, gdy wyrzu-
cimy nieparzystg liczbg oczek (A4"), zmienna za$ losowa Y przyjmuje wartos¢ 1, gdy liczba
wyrzuconych oczek jest podzielna przez 3 (B), oraz warto$é 2, gdy liczba oczek nie jest
podzielna przez 3 (B'). Zbadaé niezalezno$¢ zmiennych losowych X i Y.

Rozwigzanie. Dwuwymiarowa zmienna losowa (X, Y) przyjmuje wartoéci: (0, 1),
ON (1.1 (1.2 2=z nrnwdnnndnhmnqt_waml

W) L, 92Z e
P(X=0,Y=1)=P(AnB)=%, P(X=0,Y=2)=P(AnB)=1i=],
P(X=1,Y=1)=P(A'nB)=}, P(X=1,Y=2)=P(4'nB)=2%=1}.

Zestawmy otrzymane wyniki w tabelce dwudzielczej i wyznaczmy rozklady brzegowe
poszczegdlnych zmiennych.

» x4 0 1 Pa
1 3 3 3
2 % 3 3
pu. 3 3 1

Zauwaimy, Ze dla Pu=D:.Dx,a Wigc Xi Y sg niezaleZnymi zmiennymi losowymi.

.2
.2

i

e -
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ZADANIE 5.9, Funkcja zmiennych x, y wyraZza si¢ wzorem:

1
f(x, y)=2—EeXP[-—%(x2+y2)]+ak(x, ¥

gdzie
k(x y)={x2'“y:“+1 dla |x|<1l oraz |y|<1,
’ 0 poza tym,
r, s — dowolnymi liczbami naturalnymi albo zerami, oraz stala @ — tak dobrana, Ze
A f(x,9)=0.
{x,y) e R

a) Czy tak ‘okreslona funkcja jest gestoscia?

b) Wyznaczy¢ gestosci rozktadow brzegowych: f1, f>.
¢) Zbada¢ czy zmienne losowe X, Y sa niezalezne.
Rozwigzanie. a) Z danych otrzymujemy

1
—exp[—3(x*+y")]+ax™ 1y>* 120 dla  [x|<1Aly<I,
fx, »)=

|
Oznaczmy: D={(x, y): |x|<1A|y|<1} oraz D;={(x, ) : |x|>1v|y|>1} (rys. 5.8).

,ﬂeXP[—i(x%_y")J?O poza tym.

yn
D1 1 D1
., /
7
’ > Rys. 5.8, Do zadania 5.9
—1Z //o 1 X
D, ! D,

SprawdZmy, czy jest spelniony warunek (5.1.15),

~ n 1 LYY — 1 - ~
J J f(x,y)dxdy:z—n—Jj exp[—f(x2+y2)dedy+aJJ xIrHlyitige dy +
- —w D D
+1 ex 1(x2+2)dd-1 ex 1(2+2)dd—-
. P 5 y x y—2-7t— p 5 X Ty xay=
D, — —w

o0

1 J‘expl: 1 2:Id L [ 1 2:Ial 1
= —_-_X X ——— eXp ——y y= 3
Vo) 2 Vo | 2
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pomewaz srodkowa catka w $rodkowej réwnosci, jako iloczyn calek funkcji nieparzystych

j X1 dx- j‘ y**1 gy w przedziatach symetrycznych wzgledem zera, jest rowna zeru.
-1

b) Korzystajac ze wzoru (5.1,18), otrzymujemy:
— dla [x|<1

1 1
1 1
fl(x)ﬂi;r—j exp[_?(x2+y2):|dy+a J x2r+1y2s+1dy+

2 -1
-1

| i 1 1
+ ——Jr exp[—-—\x +y2)}dy+2——Jr exp{—?(xz'f'yz)}d":
- 1
1 I _ 1 1,
=5 exp[——(x +y )] —Eexp —2—x ),

_ dla >l
1 f LA
f1i(x)= J eXpL———(x +y‘)de_ expk—wx )

2n

1
Reasumujac, A fi(x)= T exp ( 5 X ) , otrzymalismy wigc gestos¢ rozkladu

xeR
N, 1).
A\ podobny sposob postepujac (catkujac wzgl@dem x), otrzymamy gestos¢ f>(y)=
1 1 .
\/ pk—— y ) Mamy wigc przyklad rozktadu dwuwymiarowej zmienngj losowej
o

réznego od rozkladu normalnego (p. 5.4), ktérego rozkiady brzegowe s3 jednowymiaro-
wymi rozkladami normalnymi.

¢) Zmienne losowe X, Y sa zaleine, poniewaz nie dla wszystkich punktéw (x, y) za-
chodzi Téwnoéé f(x, Y)=11(x)f>(»). Réwnos¢ ta nie zachodzi dla punktéw obszaru D.

5.2. FUNKCJE DWUWYMIAROWEJ ZMIENNEJ LOSOWEJ

251
o Py 29 1

u=u(x,y), v=v(x,y) (5.2.1)
beda funkcjami cigglymi i réznowartosciowymi o cigglych pochodnych czastkowych w pew-

nym regularnym obszarze ptaskim D.

Zalézmy, e (5.2.1) — traktowane jako ukltad réwnan — ma dokladnie jedno rozwia-
zanie

x=x(u,v), y=y(u,v) (5.2.2)
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o ciaglych pochodnych czastkowych oraz Ze jakobian

0x 0Ox
ne x |0 B
e #0 dla (u,v)ed (5.2.3)
D(u,v) |0y 0y

u B

w obszarze plaskim 4 plaszczyzny OUV, na ktéry wzory (5.2.1) przeksztalcaja obszar D.

Jesli gestos¢ f dwuwymiarowej zmiennej losowej (X, Y) jest ciagla w D poza skonczong
liczba linii (pozostajac ograniczona), to gestosé k dwuwymiarowej zmiennej losowej (U, V)
okreslonej wzorami

U=u(X,Y), V=uv(X,Y) (5.2.4)
wyraza si¢ wzorem:
D(x,y)
k(u’v)={f[x(u,v),y(u,v)] by 2 @oed, (5.2.5)
0 dla (u,v)¢ 4.

5.2.2. Gestosci sumy, iloczynu, ilorazu zmiennych losowych. Gesto$é prawdopodobien-
stwa k; zmiennej losowej U (w dwuwymiarowej zmiennej losowej (U, ¥)), bedacej funkcja
zmiennych losowych X, Y postaci:

U=UX,Y) (5.2.6)

jest gestoSciq rozkladu brzegowego dwuwymiarowej zmiennej losowej (U, V), a wige funkcja
okreslong wzorem:

ki(u)= ]? k(u,v)dv. (5.2.7)

Rozwazmy nastgpnie szczegblne przypadki funkeji (5.2.6):
a) U=X+Y; wowczas gestos¢ k, sumy zmiennych losowych X, ¥ jest postaci:

k()= T f(x,u—x)dx, (5.2.8)

w przypadku gdy X, Y sg niezaleznymi zmiennymi losowymi o ggstosciach odpowiednio f; ,
Ja, wtedy
ky(w)= | fi(x)f(u—x)dx. (5.2.9
-
Funkcje k; okreslong wzorem (5.2.9) nazywamy splotem (kompozycjq) funkdji f; i f;

i oznaczamy symbolem f] »f,.
b) Gdy U=XY, wtedy ge¢stos¢ k, iloczynu zmiennych losowych X, Y jest postaci

ke ()= f f(x, %)ﬁ dx. (5.2.10)
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W przypadku niezaleznych zmiennych losowych X, Y:

ky(u)= Jf rcoful “) L ax. (5.2.11)

X .
c) U=—1-,- ; wowczas gestosé k, ilorazu zmiennych losowych X, Y jest okrelona wzo-

rem.
o0
kyw)=§ f(uy,»)|yldy (5:2.12)
D0 B f 2t wr gt nnr“t “:A-'ﬂin*ﬂ‘lh"! "ﬂ\'nﬂﬂ\ll\“\ IAEI\II“H‘I‘\ V'
Ul W pliypaunu diviaivollyell Ldliviiliyvil IVoUY yvil a, L.
kw={ fuy)fo(y)|y]dy. (5.2.13)
-

5.2.3. Bezposrednie wyznaczenie dystrybuanty funkcji zmiennych losowych. W wielu
przypadkach zamiast gestosci wygodniej jest wyznaczy¢ dystrybuant¢ K, zmiennej losowej
U=g (X, Y)((5.2.6)). Z definicji dystrybuanty mamy:

I f.\— DT NPl YV VY 2]
Rpé)j=r\w<uj=rgia, i j<uj,

gdzie punkty (x, ) naleza do plaskiego zbioru okreslonego nieréwnoscia g (x, y) <u, skad

§f f(x,y)dxdy w przypadku gdy (X, Y) jest typu
b ciaglego o gestosci f, (5.2.19)
K@w)={ Y P(X=x;,Y=y,) w przypadku dwuwymiarowej zmiennej
xt ye) € D1 losowej (X.Y) typu skokowego o funkcji
L prawdopodobienstwa (5.1.3),

gdzie D={(x, y): g(x, y)<u}, za$ D ={(x;, pJ): g(x;, ) <u, i, k e N}.

5.2.4. Rozklad Snedecora. Niech X i Y bgdg niezaleznymi zmiennymi losowymi o roz-
kladzie x2((2.8.16)) odpowiednio z n i m stopniami swobody.
Rozklad zmiennej losowej F okreslonej wzorem:

1
— X

n

F=—— (5.2.15)
~Y
m

nazywamy rozkladem Snedecora o parze: (n, m) stopni swobody.
Korzystajgc z (2.8.1) i (5.2.13), mozna wykaza¢, Ze gestosé k tego rozktadu jest postaci:

rid(n+m)) [ m\™? X"t
r(&n)r(&m)(T) e e x>0
k(x)= (x-i-:) (5.2.16)

0 dla pozostalych x.
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Jedli Xy, ..., X,, Y3, ..., ¥,, 53 niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowym rozkla-
dzie N(y, o), to zmienna losowa

1 - 7w N - 1 \E\ -
—1 Z (44 ) = L is
i= . n i=1
F= , gdzie
_1_“ Z’" _ 1 m (5.2.17
i=1 Y = .Y; 1]
m= m igl

ma rozktad Snedecora z (n—1, m—1) stopniami swobody.

5.2.5. Zadania rozwiazane.

ZADANEE 5.10. Dwuwymiarowa zmienna losowa (X, Y¥) ma rozklad normalny o ggstosci

1 x2 yZ
— X — -+=]]-
f(x,3)=3 p[ > (az+az)]
Wyznaczy¢ gestos¢ k dwuwymiarowej zmiennej losowej (U, V), jesli U=X+Y, V=X-7.

Rozwiazanie. Dla kazdego (u, v) € R®> ukiad réwnan:

u=x+y, v=x-—y

. . u+v u—v . .
ma dokladnie jedno rozwiazanie: x=—2—, y=—2— Jakobian (5.2.3) jest réwny
D(x,y) |3
—1+#0.
D(u,v) |}

Gestod¢ k dwuwymiarowej zmiennej losowej (U, V) zgodnie z (5.2.5) jest wiec postaci

l- 2((u+v)2 (u—v) )] dla (u,v)eR?,

. |

a po przeksztatceniu:

1 1 u?+
k(u, 0)=——sex p[ > "2 2"] dla  (u,v)eR>.

ZADANIE 5.11. Niech X, Y beda niezaleZnymi zmiennymi losowymi o tym samym roz-
Kadzie wykladniczym (2.8.7). Wyznaczyé gestosé ilorazu tych zmiennych losowych,
Rozwigzanie. Gegstosci fi, f, zmiennych losowych X, Y s3a okreslone wzorami:

1 x
0= TGXP(_I) dla x>0,
(x)=
0 dla pozostalychx,

1
£.00)= Iexp(—%) dla y>0,
L(y) =
0 dla pozostalych y.
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X
Gesto$¢ k,; zmiennej losowej U=—Y wyznaczamy ze wzoru (5.2.13)

1
ky(u)= JT
0
0 dla pozostatych u.

Obli za' } ——1 - *-—1 ———-——-2 ( ) otrz ]I!ll‘

b C. ¢ catk €X d s ¥ my.
1 ] ¢ 22 yexp y 1 Yy ( 1)2'12 Y jemy
0

( 1

~

ky(w)=1(u+1)*
0 dla pozostalych u.

dla u>0,

ZADANIE 5.12. Dwie osoby z miasta A usituja na zmiang, co trzy minuty, uzyskac auto-
matyczne polaczenie telefoniczne z miastem B, jednak kazda z nich nie wigcej, niz trzykrot-
nie. Wyznaczy¢ funkcje rozkladu prawdopodobiefistwa zmiennej losowej: a) X — liczba prob
osoby rozpoczynajacej, b) Y — liczba prob pozostalej osoby, ¢) U=X+Y. Przyja¢,
ze prawdopodobieristwo p uzyskania polaczenia w czasie trzech minut wynosi 0,1.

Rozwiazanie. Niech 4,, i=1, 2, 3 oznacza zdarzenie — osoba rozpoczynajgca proby
uzyska polaczenie za i-tym razem. B; ma analogiczne z 1a. zenie dla drugiej osoby, 4;, B; —
to zdarzenia przeciwne odpowiednio do 4,, B;.

a) Mamy W,={1,2,3}, przy tym (oznaczajac 1—p=gq)
p,=P(X=1)=P(A, VA B))=p+qp=1-4>=0,1900,
py=P(X=2)=P[A]Bi(4,V 43B,)1=¢*(p+ap)=g’(1~q*)=

=0,1539,
py=P(X=3)=P(A,B,A;B})=q"*=0,6561.

Warunek unormowania moglismy wykorzysta¢ dla obliczenia jednego z prawdopodo-
bienistw p}, p2, p5. Postapimy inaczej: postuzmy si¢ nim dla potwierdzenia poprawnosci
obliczen. Mamy

Pi+py+pi=l—g"+g°(l—g)+q*=(I—¢)(i+¢*)+¢*=1.
Poszukiwana funkcj¢ rozkltadu prawdopodobienstwa zmiennej losowej X przedstawia ta-
bela
X 1 2 3
p; | 0,19 | 0,1539 | 0,6561

b) Mamy: W,={0, 1,2, 3}, przy tym:
go=P(Y=0)=P(A4,)=p=0,1,
g =P(Y=1)=P(4,B; UABi4,)=qp+q°p=q(1—¢*)=0,171,
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d:=P(Y=2)=P(A|B\A}B, U A|B{A}B34;)=qp+4*p=
=pg*(1+q)=q’(1—g*)=0,13851,

IA n ‘lnl FEAN 5

qy=P(Y=3)=P(A|B A,B34})=q"=0,59049.
Sprawdzenie warunku unormowania i tym samym potwierdzenia poprawnosci obliczef
pozostawiamy Czytelnikowi. A oto funkcja rozktadu prawdopodobiefstwa zmiennej lo-
sowej Y
o] t | 2 | 3
p; | 0,1 | 0,171 | 0,13851 | 0,59049

c) Punkty skokowe u; zmiennej losowej U= X+ Y, to oczywiscie liczb y postaci x,+y

Ly 7
przy wszystkich mozliwych parach (x,, y,), gdzie x, € W,, y,€ W,. Zatem I,={l, 2,3,
4,5, 6}.

Zmienna losowa U przyjmuje warto$ci réwne liczbie préb jaka wykonalaby jedna osoba,
powiedzmy z miasta A, dla uzyskania polaczenia, nie wickszg jednak niz 6. Zatem:

g1=P(U=1)=P(4,)=p,

q;=P(U=2)=P(A414,)=4p,

g3=P(U=3)=P (A4 434;)=¢’p,
4a=P(U=4)=P(A14;434)=4"p,
95s=P(U=5)=P(4,4,4}4,45)=q"p,
46=P(U=06)=P(A14;434,45)=¢".

Tak wigc funkcja rozkladu prawdopodobieistwa sumy X+ ¥ jest nastepujaca

w | 1] 2
} 0

i nNo
A

0,1 | 0,081 | 0,0729

W7 WOL |,

| 3 ] 4 | 5 | 6
a | [
41 | |
ZADANEE 5.13. Niech X, Y beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o tej samej dystry-

buancie F,. Wyznaczy¢ dystrybuant¢ zmiennej losowej Z=max (X, Y).
Rozwigzanie, Oznaczmy przez F dystrybuant¢ zmiennej losowej Z, mamy wéwczas

F(z)=P[max(X, Y)<z]=P(X<z,Y<2z),
korzystajac z niezaleznosci zmiennych losowych X, Y, otrzymujemy
F(2)=P(X<z)P(Y<z)=[F,(2)]%.

ZADANIE 5.14. Student jedzie do domu kolejno dwoma autobusami, z ktérych kazdy
przyjezdza na przystanek co 10 minut niezaleznie jeden od drugiego. Zakladajac, ze student
przychodzi na przystanek w losowo wybranej chwili oraz ze czas oczekiwania na poszcze-
g0Ine autobusy ma rozkiad jednostajny, obliczy¢ prawdopodobienistwo tego, ze taczny czas
oczekiwania na przystankach nie przekracza 17 minut.
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Rozwiazanie. Oznaczmy przez X czas oczekiwania na pierwszy autobus, ggstosé tej

zmiennej losowej jest
dla 0<x<10,

- |0 dla pozostalych x.

Czas oczekiwania ¥ na drugi autobus ma taki sam rozktad jednostajny.
Gestos¢ f dwuwymiarowej zmiennej losowej (X, Y) wobec niezaleznosci zmiennych X
i Y jest postaci:
o5 dla  0<x<10A0<y<10
100 ]
J&x 0= { dla pozostalych (x, y).

. .
F nr\vny €zas Oc-rnlrnnnnun na prvys"a“kach jest zmienng lcss‘v‘va 1,

K, zmiennej losowej U wyznaczymy ze wzoru (5.2.14):

([ rhsdxdy dla 0<u<20,
1(u) b
0 dla pozostalych u,

gdzie D={(x, y) : x+y<un0<x<10 A 0<y<10}.
Rozwazmy nastgpujace przypadki:

1 DN 10 to:
A V\H\LV,

Kl(u)=”ﬁdxdy, gdzie Dy={(x,y):0<x<uA0<y<u~x}
Dy

3% Y
10 10
- \ =4
N rx
N N “\

DN
Y
\
\
N
N \
AN

Rys. 5.9. Do zadania 5.14 Rys. 5.10. Do zadania 5.14

X

P ¢ )

f 3 Y a1
{rys. 3.5). Stad

% u—x

K )= g( ‘j; to5dy)dx == u>.

2. 10<u<20, wéwczas:
Kiw)=1- [f 3sdxdy, gdzie D,={(x,y):u—10<x<10Au—x<y<10}
D2

(rys. 5.10). Stad

12 Rachunek prawdopodobiefistwa
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10

K, (u)=1- _[(Il 5dy)dx=1-— 100 _[(10 —u-+x)dx=

u—10 u—x
(20—u)?
200

Zauwazmy, 2e dystrybuant¢ K; w obu przypadkach mozna réwniez otrzyma¢ jako sto-
sunek pol obszaru zakreskowanego do pola calego kwadratu.
Ostatecznie otrzymujemy wiec dystrybuante rozkiadu Simpsona (tréjkqtnego) postaci:

[0 dla u<0,
oot dla 0<u<10,
=] (20~u)?
Ky@)=1,_20=9" 410 10<us20,
200
1 dla u>20.

Szukane prawdopodobienstwo:
P(U<1T)=K,(17)=1-55;=523-

20

5.3. CHARAKTERYSTYKI LICZBOWE
DWUWYMIAROWEJ ZMIENNEJ LOSOWEJ

Rozwaimy jednowymiarowa zmienng losowa Z, ktéra jest pewna funkcjg zmiennych
losowych X, Y (5.2.6). Mozna wykaza¢, 2e wartosé przecigtna zmiennej Z=g(X, Y) (o ile
istnieje) jest liczba okreslona wzorem:

[f | a(x,»)f(x,y)dxdy dla zmiennej (X, Y) typu
s Y)]=47% ciagglego. (5.3.1)
1229(351» Vi) Pik dla (X, Y) typu skokowego.
i k

an
&

5.3.1. Momenty zwykle dwuwymiarowej zmiennej losowej. Momentem zwyklym miesza-
nym rzedu r+s dwuwymiarowej zmiennej losowej (X, Y) nazywamy wartosé przecigtng
(o ile istnieje) iloczynu zmiennych losowych X”Y®, Oznaczamy jg przez

Oy *-F'(Y'V"\ dla r.seN.. (5.3.2)

= £ Lig RIS AR AN R A\~

Dla zmiennej typu cigglego o gestosci f wzér (5.3.1) przyjmuje postac:

= [[|xyf(x,y)dyldx dla r,seN,,
I (5.3.3)

o ile ? [? Ix|"[¥[¥f (x, y)dyldx <.

-0 ~oo
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W przypadku gdy (X, Y) jest zmienng losowa typu skokowego o rozkladzie prawdo-
podobienstwa (5.1.3), wtedy

P —

T
Yrs ™ %

0 ile Z; lx,-l' kalspik< oo .
W szczegdlnych przypadkach gdy:

a) s=0, wzor (5.3.2) okresla r-ty moment zwykly (moment zwykly rzedu r) w rozkla-
dzie brzegowym zmiennej losowej X:

wF S Al
~i Yk Vik hae

~~
L
()
&

n -
a F,5€ivg,

~M

o,o=EX", (5.3.5)
dla r=1 otrzymujemy z (5.3.5) wartos¢ przecigtna zmiennej losowej X:
CZ10=EX N

b) r=0, wzdr (5.3.2) okre§la moment zwykty rzedu s w rozkladzie brzegowym zmien-
nej losowej Y:
dgs=EY?, (5.3.6)

dla s=1 z (5.3.6) otrzymujemy warto$¢ przecietna zmien
o1 = EY.
Punkt S(e,0, ®91) na plaszczyinie Oxy nazywamy czesto srodkiem masy rozkladu prawdo-

podobienstwa dwuwymiarowej zmiennej losowej (X, Y).

5.3.2. Momenty centralne dwuwymiarowej zmiennej losowej. Momentem centralnym
mieszanym p,, rzedu r+s, r, s € N, dwuwymiarowej zmiennej losowej (X, ¥) nazywamy
warto$¢ przecigtng iloczynu (X—EV) (V—EY)® (jesli istnieje), czyli:

ws=E(X—EX)(Y—EY)" dla r,seh,. (5.3.7)

Dla dwuwymiarowej zmiennej losowej typu ciaglego o gestosci f wzor (5.3.7) przyjmuje
postac:

s = }0 [Oj?(x-EX)"(y—EY)‘f(x,y)dy]dx dla r,seN,, (5.3.8)

oile J[[|x—EX|'|y—EY[f(x,y)dyldx<c.

Dia zmiennej losowej typu skokowego o rozkladzie prawdopodobiesstwa (5.1.3):

#rs=zZ(xi_EX)r(yk-EY)spik dla r,se€ NO ’ (53-9)
ik

jeéli ZZ lx,-—EXl' ka_EYISPik< Q0.
ik

Szczegolne znaczenie maja momenty centralne rzedu drugiego:
a) gdy r=2 i s=0, wtedy u,o=E(X—EX)* jest wariancja w rozkladzie brzegowym
zmiennej losowej X.

12
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b) gdy r=01 s=2, wtedy uo,=E(Y—EY)? jest wariancja w rozkladzie brzegowym
zmiennej losowej Y.

¢) gdy r=11s=1, wtedy ; = E[(X— EX) (Y~ EY)] nazywamy kowariancjq zmiennych
losowych X, Y i oznacza si¢ przez cov (X, Y), zatem:

cov(X, Y)=E{(X—EX)(Y—EY)]. (5.3.10)

Wzér (5.3.7) w przypadku zerowania si¢ jednego z wyktadnikéw poteg r albo s wyznacza
moment centralny w rozkladach brzegowych zmiennej losowej Y albo X.

Podobnie jak dla jednowymiarowych zmiennych losowych, momenty centralne dowol-
nego rzgdu mozna wyrazi¢ za pomocg momentow zwyklych, w szczegélnosci dla momentow
rzedu drugiego zachodza nastgpujace wzory:

Ha0=020—0]p (D’X=E(X*)—(EX)?),
Hoz=0%o>2 —a(z)l (D2Y=E(Y2)——(EY)2) ’

[y =011 —000%; (cOv(X,Y)=E(XY)—EXEY). (5.3.12)

(5.3.11)

Z (2.6.21) i (5.3.12) otrzymujemy, Ze dla niezaleznych zmiennych losowych X, Y:
cov(X, Y)=0.

Odpowiednikiem wartoéci przecigtnej jednowymiarowej zmiennej losowej jest — w przy-
padku dwuwymiarowej zmiennej losowej wektor wartosci przecigtnych [EX, EY] w rozkla-
dach brzegowych, odpowiednikiem wariancji — macierz momentow centralnych rzedu
drugiego, nazywana texz macierzq kowariancji; oznacza si¢ ja przez:

2
wrm] DX e
LA11 Hoz| [cov(X,Y) DY |

Jest to macierz symetryczna i mozna wykazaé, Ze jej wyznacznik:

|M] =p120 o2 — 13 >0 (5.3.14)

jest nieujemny, co jest rGwnowazne nieréwnosci:

[cov(X, Y)]*<D*X D?Y. (5.3.15)
5.3.3. Wspélczynnik korelacji. Zatézmy, ze D2X>0, D?Y>0 i okreSlmy pewien wazZny
parametr dw"dwymiarow\d zmiennej losowej zwany wspdlczynnikiem korelacji:

cov(X, Y) . HFn

=-————-_ albo inaczej (5.3.16)
vD*X D*Y

\/.uzo Ho2

Czesto oznacza si¢ D*X=c0% i D*Y=0%, woéwczas

_cov(X, Y)

Oy Oy
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Z nieréwnosci (5.3.15) wynika, Zze p*<1, a wigc

lo|<1. (5.3.17)

Dowodzi sig, e wspétezynnik korelacji |p|=1 wtedy i tylko wtedy, gdy z prawdopodobiefi-
stwem 1 zmienne losowe X i Y s3 zwigzane zaleznoscig liniowa, tzn. gdy P(Y=aX+b)=1,
Mozna wigc traktowaé wspotczynnik korelacji p jako miare wspélzaleznosci liniowej
zmiennych losowych Xi Y.

RN

niezalezne

nieskorelowane

Rys. 5.11. Jedli zmienne losowe X, Y sa niezalezne, to sg nieskorelowane

L T T LTIy Jiuly gy P

y zmienne X i Y nazywamy nieskorelowanymi,

W przypadku gdy cov (X,

Ze wzoru (5.3.12) wynika, ze jesli X'i Y s3 niezaleznymi zmiennymi losowymi, to sa one
nieskorelowane (p=0), odwrotnie niekoniecznie. Rysunek 5.11 ilustruje jakie relacje za-
chodza migdzy niezaleznymi i nieskorelowanymi oraz zaleznymi i skorelowanymi zmien-
nymilosowymi.

X, Y)=0, wtedy

5.3.4. Linie regresji I-go rodzaju. Oznaczmy przez E(X | Y=y) wartos$¢ przeci¢tng zmien-
nej losowe) X pod warunkiem, Ze zmienna losowa Y przyjmuje warto$¢ rowng y, a wiec
pierwszy moment zwykty w rozkladzie warunkowym zmiennej losowej X ((5.1.10), (5.1.23)).
Z definicji wartosci przecigtnej wynika, ze dla kazdego y,, dla ktorego p, #0,

1
E(XlY=yk)=ZX:P(X=xf|Y=yk)=; 2 X P (5.3.18)
i &

w przypadku dwuwymiarowej zmiennej losowej (X, Y) skokowej oraz dla kazdego y,
dla kiorego gestosé f5())#0,
] )
E(X|Y=y)= xf(x|y)dx=—— | xf(x, y)dx (5.3.19)
J J2y))

2
- - ®

dla zmiennej losowej (X, Y) typu cigglego.
Podobnie mozna okresli¢ warunkowe wartosci przecigtne zmiennej losowej Y, przy
warunku, ze X=x i tak w przypadku dwuwymiarowej zmiennej losowej skokowej:

1
E(YlX=x,-)=ZykP(Y=yk|X=x,-):u—):y,( Pix (5.3.20)
P Pi. &
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dla tych x,, dla ktérych p, #0, oraz dla zmiennej losowej typu ciaglego:

_ﬁg

i
E(Y|X=x)= J“ x)dy= yf(x, y)dy (5.3.21)

" 1(x)

! 8

dla tych x, dla ktérych f,(x)#0.
Postepujac jak wyZej, moZzna otrzymaé wzory na dowolne momenty warunkowe.
Zauwazmy, ze E(X | Y=y) jest funkcja zmiennej y, E(Y | X=x) za$ funkcja x. Oznacz-
my
E(X|Y=y)=m(y), E(Y[X=x)=myx). (5.3.22)

Jesli X i Y s3 niezaleznymi zmiennymi losowymi, to m(y)=EX oraz m,(x)=EY.
Zbiér punktow w R? o wspolrzednych (x, y) spelniajacych réwnanie

x=m,(y) (5.3.23)

nazywamy liniq regresji I-go rodzaju zmiennej losowej X wzgledem Y. W przypadku gdy
(X, Y)jest dwuwymiarowa zmienng losowa skokowa, wtedy zbi6r ten sktada si¢ ze skonczo-
nej badz przeliczalnej liczby punktéw (x,, y1), k € N, ktérych wspotrzedne spetniaja rowna-
nie (5.3.23), tzn. x,=m,(y,) dla k€ N. Dla zmiennej losowej typu ciaglego, linia regresji
I-go rodzaju jest liniag o rownaniu (5.3.23), majaca co najwyzej przeliczalng liczbg punktéw
nieciggiosci:

Podobnie okreSlamy lini¢ regresji I-go rodzaju zmiennej losowej Y wzgledem X jako
zbiér punktéw w R? o wspdlrzednych (x, y) spetniajacych réwnanie

y=my(x). (5.3.24)
Linie regresji I-go rodzaju maja pewna wlasnos¢, a mianowicie:

Srednie odchylenie kwadratowe zmiennej losowej Y od pewnej funkcji g(X) zmiennej
losowej X: E[Y—g(X))? jest najmniejsze, gdy funkcja ta z prawdopodobieristwem 1 jest rowna
my(X), a wigc zachodzi

E [Y—mz(X)]2=min E[Y—-9(X)]*. (5.3.25)

Podobnie dla linii regresji I-go rodzaju zmiennej losowej X wzgledem Y mamy:

E[X—m(Y))*=min E[X-h(Y)]>. (5.3.26)
h
5.3.5. Zadania rozwigzane.

ZADANIE 5.15. Dwuwymiarowa zmienna losowa (X, Y) ma rozklad o gestosci

_10,2(x+2y) dla 0<xs1AO0<y<2,
ACE y)—{ 0 dla pozostalych (x, y).

Wyznaczy¢é réwnanie linii regresji I-go rodzaju zmiennej losowej Y wzglegdem X,
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Rozwigzanie. Obliczmy warto$¢ przecigtna E(Y | X=x) wedlig wzoru (5.3.21).
W tym celu wyznaczymy gestos¢ rozkladu brzegowego zmiennej losowej X:

(2
0,2 | (x+2y)dy=0,4(x+2 dla 0<x<l1,
fl(x)=l ‘j)(x y)dy=04(x+2) XS
0 poza tym,
skad
2
0,2 3x+8
E(Y I X=x)=——+— 2V)dy=
oL EX X =) 0,4(x+2)fy("+ N =3652)"
1]

a wigc linig regresji I-go rodzaju zmiennej losowej Y wzgledem X jest

3x+8
3(x+2)

y= dla 0<x<l1.

Jej wykresem jest tuk hiperboli réwnoosiowe;j.

ZADANIE 5.16. Dany jest dwuwymiarowy rozklad réwnomierny (X, Y) okreslony na
obwodzie i wewnatrz réwnolegloboku P ograniczonego prostymi: y=x-1, y=x+1,
y=4x—1, y=4x+1. Wykaza¢, 2¢ linia regresji Y wzgledem X jest prost3, natomiast linia
regresji X wzgledem Y jest tamang zloZzona z trzech odcinkow prostej.

Rys. 5.12. Do zadania 5.16

Rozwiazanie. Z réwnan bokéw wynika (rys. 5.12), ze A(-3, —2), B(0, 1), C(3,2)

Y oca Ll sk rm g e an Y 2 ¥4

i D(0, —1). Gestos¢ dwuwymiarowej zmiennej losowej (X, Y) jest postaci
1

fex,={IP|
0 dla pozostalych (x, y),

dla (x,y)eP,

gdzie [P| jest polem réwnolegloboku 4BCD. Aby je wyznaczyé obliczamy
d=AB=/9+9=32,
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a nastepnie wysoko$é h rownolegloboku 4ABCD jako odlegtosé punktu D od prostej AB
laxo+ byo+c| 1+1 -
s W naszym przypadku: h=-——=,/2, skad [P|=dh=6,
f az + bz 72 \/ l I

a wigc gestosé:

ze wzoru: h=

_j& dla (x,y)eP,
f(x, )’)-{0 dla pozostalych (x, y).

Wyznaczmy réwnanie linii regresji ¥ wzgledem X: y=E(Y | X=x).
Aby wyznaczy¢ rozkiad warunkowy, znajdimy gestos¢ rozkladu brzegowego zmiennej
losowej X©

[ x+1

Lf dy=l(x+3) dla -3<x<0,
x/3—-1

— x/3+1
Ji(x) L dy=13-x) dla 0<x<3,
x—-1

0 dla pozostalych x.
Korzystajac ze wzoru f (y}x)=f(x’---@, otrzymujemy
Ji(x)
|3 1 1
dla —-3<x<0, x—1l<y<x+1,
2(x+3) 5 Y
= 3
f(y|x) ] dla 0<x<3, x—I<y<ix+1,
2(3—x)
0 dla pozostatych x
skad
E(Y|X=x)= [ yf(y|x)dy,
-0
x+1
3 1 [ 2
A== | ydy=gx
x/3—1
oraz
x/3+1
N\ E(Y|X=x) 3 d 2
= X)=— ==X,
0<%x<3 3—x yay 3
x—1

a wiec prosta y=4%x jest linig regresji zmiennej ¥ wzgledem X: tatwo zauwazyé, 2e zawiera
ona przekatng AC. Wyznaczmy teraz réwnanie linii regresji zmiennej X wzgledem Y, a wiec:
x=E(X |Y=y). Rozklad brzegowy zmiennej Y ma gestosc:
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[ 3+3y
i [ dx=3(y+2) dla -2<y<-1,
y—1
J"';l
dx= dila -—-1i<y«i,
=y 3,77 Y
y+1
3 [ dx=4Q-y) dla 1<y<2,
3y-3
| 0 poza tym.
Stad
1
- dl —2<y<~1, - 1)
TOTS) a y y—l<x<3(y+1),
dla —1<y<1, —1l<x<y+l,
fln=1 ? ! Y
dia 1<y<2, 3(p—-D)<x<y+1,
2(2-y)
| O dla pozostalych y,
3+3y
1 ( dx=2y+1 dl 2<y<-—1
xdx= a - -
2(y+2)J ¢ ¢
y—1
y+i
3| xdx=y dla ~-1<yg],
E(X|Y=y)=1 ,L
y+1
1
xdx=2y-~1 dla 1<y<2,
2(2—y) [ ¢
3y—-3
0 dla pozostalych y.

Stad linia regresji zmiennej losowej X wzglgdem Y jest okreslona réwnaniami (rys. 5.13):

Rys. 5.13. Linia regresji 1-go rodzaju zmien-

v/
2L

N . C
.\/\\{y

PSS
/

nej losowej X wzgledem Y (do zad. 5.16)
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2y+1 dla --2<y<-1,
y dla —1<y<l1,
T )2y—1 dla 1<y<2,

-, n

d pPOZo _‘ybu y.

-
CL

ZADANE 5.17. Dwuwymiarowa zmienna losowa (X, ¥) ma rozklad podany w tabelce:

X
W 8 9 10 11
1,2 0.1 0,04 0 0
1,25 0,05 0,11 0,2 0
1,3 0 0,1 0,15 0,1
1,35 0 ? 0,05 0,1

gdzie X jest wickiem losowo wybranego dziecka, w pewnej grupie dzieci, ¥ za$ jego wzrostem
(w metrach). Obliczy¢ a) P(X=9, Y=1,35), b) wspdlczynnik korelacji migdzy zmiennymi
XiY.

Rozwiazanie. a) Korzystajac z warunku, e w podanej tablic
prawdopodobienstwa, a wiec Z Z pa=1, obliczamy P(X=9, Y

ra
-p
Q

jest okreslony I
135)= —(0,14+0,04+
+0§05+0;11+0;2+0,1+0515+0,1+O,05+Oil) 0.

b) Wyznaczmy rozklady brzegowe poszczegblnych zmiennych, sumujgc prawdopo-
dobienstwa odpowiednio w kolumnach badz wierszach. Tak wigc rozkladem zmiennej
losowej X jest:

x | 8 | 9 [10]| 1n
p. | 0,15[025]04]020

za$ zmiennej losowej Y:

» | 12 |1,25] 1,3 | 1,35
px| 0,14 036 | 035]0,15

Obliczamy momenty dwuwymiarowej zmiennej losowej potrzebne do wyznaczenia wspodl-
czynnika korelacji {(5.3.16)).
Wartosci przecigtne w rozkladach brzegowych obliczamy wedlug wzoréw (5.3.4),

(5.3.5):
EX=8-0,154+9-0,25+10-0,4+11-0,2=9,65,
EY=1,2-0,14+1,25-0,364+1,3-0,35+1,35-0,15=1,276.
Analogicznie obliczamy drugie momenty zwykle w tych rozkladach:
E(X*)=8%-0,15+9%-0,25+10%-0,4+11%-0,2=94,05,
E(Y*=1,22-0,14+1,25%-0,36+1,3%0,35+1,35%0,15=1,630.
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Stad wariancje tych zmiennych ((5.3.11)):
D*X =94,05-9,65=0,928,
D?*¥Y=1,630—1,276*=0,002,
za$§ odchylenia standardowe:
cxy=0,963, oy=0,045.
Korzystajac ze wzoru (5.3.4) dla r=s=1, obliczamy:

o, =E(XY)=8(1,2-0,14+1,25-0,05)+9(1,2-0,04+1,25-0,114+1,3- 0,1} +
+10(1,25-0,2+1,3-0,15+1,35-0,05) +
+11(1,3-0,1+1,35-0,1)=12,340.

Stad i ze wzoru (5.3.12):
cov(X, ¥Y)=12,340-9,65-1,276=12,340—12,313=0,027.
Podstawiajac otrzymane wyniki do wzoru (5.3.16), otrzymujemy wspoélczynnik korelacji:

0,027

= ~0,628.
0,963 0,045

p

ZADANIE 5.18. Niech X i Y bedg niezaleznymi zmiennymi losowymi o zerowych war-
toéciach przecigtnych. Wykaza¢, e dla zaleznych zmiennych losowych X, Z=X?Y zachodzi
rownosé (2.6.21).

Rozwigzanie. Je§li X i Y sa niezaleznymi zmiennymi losowymi, to X” oraz Y dla
dowolnego n e N sa niezaleznymi zmiennymi losowymi. Stad i ze wzoru (2.6.21) mamy
EX3*Y)=EX3)EY=0, a wigc réwniez EZ=0. Chcemy wykazal, 2e E(XZ)=EX EZ,
prawa strona tej rownosci jest zerem, obliczamy E(XZ)= E(X*)EY =0. Wykazali$my zatem,
ze (2.6.21) moze zachodzié takze dia zaleznych zmiennych losowych.

ZADANIE 5.19. Wykazaé, ze w dwuwymiarowym rozkladzie (X, Y) warto$¢ przeci¢tna
warunkowej wartosci przecigtnej zmiennej losowej X przy warunku Y=y jest rOwna war-
tosci przecigtnej (bezwarunkowej) X (przy zalozeniu ich istnienia).

Rozwigzanie. Przeprowadzmy przykladowo dowéd dla dwuwymiarowej zmiennej
losowej ciaglej o gestosct f(x, y):

[ cstetyis = Jw[ [l ,]

fixy) q P
J T xJ fo(y) dy

E[EX|Y=1))] = E

[ S—

-0 — a0

©

= | 9 pdxdy=§ xfi()dx=EX),

- = a0

gdzie f,, f, sa brzegowymi gestosciami, a f(x | y) jest gestoScia warunkowego rozkladu
zmiennej losowej X pod warunkiem, Ze Y=y.
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ZADANIE 5.20. Wykaza¢ stuszno$é wzoru:

Rozwigzanie. Rozwazmy prawg stron¢ réwnosci:
E[D*X|Y)]+D’[E(X|Y)]=E[E(X*| V)~ E*X|Y)]+
+E[EX(X | Y)]-E’[E(X | Y)].
Korzystajac ze wzoru E[E(Z | Y)]=E(Z), otrzymamy
E[D*X|V)]1+D’[E(X|Y)]=E(X*)—E[EXX|Y)]+E[EXX|Y)]-E¥X)=D?X.
E[D¥*(X | Y)] jest odpowiednikiem wariancji wewnatrzgrupowej, za§ D?[E(X | Y] -
wariancji migdzygrupowej dla polaczonych szeregéw rozdzielczych (p. 1.5,cz. 1I).

ZADANIE 5.21. W obszarze ograniczonym elipsa Ax?+ 2kxy+ By?=C, gdzie k*— AB<
<0, 4, B>0, k+#0, jest okreslony dwuwymiarowy rozkiad réwnomierny. Wykazaé, ze
linie regresji I-go rodzaju Y wzgledem X oraz X wzgledem Y sa liniami prostymi.

4 ' > rAvrti i amerr o mlrsad ey s n w2 2z m bl la svne vt ol Ae
Rczw:azame. Rozktad TOWNOMmiCTy OKICsi0Ny na w.w. c€iipsie ma gg¢stosc:

1
PR [.“:T dla (x,y)eD,
Jx, y)=4|D|
0 poza tym,

gdzie przez D (rys. 5.14) oznaczymy elips¢ i jej wnetrze, zas przez |D| — pole obszaru D.

Oznacznly a= min x, za$§ b= max x.
M(x,y)eD M(x,y)eD

Rys. 5.14. Do zadania 5.21

Niech y=y,(x), y=y.(x) dla a<x<b beda funkcjami okreslonymi réwnaniem: 4x2 +
+2kxy+ By*=C, takimi, Ze obszar D={(x. y): aSXSbAyl(X)SySyz(X)}. Wyznaczmy
rownanie linii regresji y= E(Y| X =x). W tym celu znajdujemy gestosé warunkowa: f(y| x)=
_S(x.y)
)

x

= | f(x,y)dy. W naszym przypadku

» gdzie f, jest gestoscia rozkladu brzegowego zmiennej losowej X : fi(x)=
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y2(x)
1 1
a€/>€ bfl(x) - ,,J,;,Tb-l dxdy= |F| [y2(x)—y.(x)],
. _ 1
a wiec f(y|x)_ym, skad
y2(x)
ydy 1 yi(x0)—yix) 1
Xex)= | — 22 o RTINS T .
E(Y|X=x) _[‘)yz(x)—yl(x) 2 A=y 2 [y1(x)+y.(x)]
nix

Poniewaz /\ y,(x), y2(x) sa rozwiazaniami réwnania kwadratowego:
as<x<b
By?+2kxy +(Ax*—C)=0,

wiec ich suma

2kx xk
J’1(x)+J’2(x)=—?, skad E(Y|X=x)=——1§-.

Rdéwnanie linii regresji ¥ wzgledem X jest postaci

J’=—§’

a wiec jest rOwnaniem prostej przechodzacej przez poczatek uktadu wspéirzednych.

Poniewaz rozklad prawdopodobienstwa dwuwymiarowej zmiennej losowej (X, Y)
jest rGwnomierny oraz rownanie elipsy pozostaje niezmienione przy wzajemnej zamianie
x iy oraz A i B, wigc rownaniem linii regresji X wzgledem Y (5.3.23) jest

'H”
n

xX=—"—.

A

5.4. DWUWYMIAROWY ROZKLAD NORMALNY

Wsréd rozkladéow dwuwymiarowych zmiennych losowych, szczegélnie wazng rolg ze
wzgledu na liczne zastosowania (podobnie jak w przypadku jednowymiarowym) spetnia
rozkiad normalny, tj. rozklad typu ciaglego o gestosci:

1 exp f_. 1 I_(x—#l)z_zp(x—ul)(y—#z)+(y—uz)2'I]
27!0'10'2\/1—[)2 1 2(1—P2)I_ a3 0102 o3

dla (x,y)eR? (54.1)

S{x,y)=

gdzie, jak mozna wykazaé (zad. 5.22), parametry u,, i,, 64, 03, 3 odpowiednio wartoscia-
mi przecietnymi i odchyleniami standardowymi w rozkladach brzegowych: p;=EX,
H.=FEY, al=\/ D*X> 0, o, =\/ D?*Y >0, za$§ p wspolczynnikiem korelacji zmiennych loso-
wych X i Y, przy czym |p|<1.
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5.4.1. Zadania rozwigzane.

ZADANIE 5.22, Wykaza¢, e rozklady brzegowe dwuwymiarowej zmiennej losowej
(X, Y) o rozkladzie (5.4.1) sa jednowymiarowymi rozktadami normalnymi o parametrach
M1, 04, i=1, 2 odpowiednio.

Rozwiazanie. Korzystajac ze wzoru (5.1.18), wyznaczamy gesto$é rozkladu brzego-
wego zmiennej losowej X:

-]
1 1 r(x #1)
fix)= f exp{
' 21!:0102\/1-—;)2_ 21— PZ)L ol
_zpkx #) (y—u2) (y uz ]}dy.
G0,

Podstawiajac t= Y > y=U,+o,t=>dy=o0,dt, otrzymujemy

o2
exp[— - .(x_yl)z] w
2(1-p" o} [ Xy 'R
(x)= : - — ~ t+t* |5 dr,
fi(x) PR ey fexr){ T

i

iy
— eXp bl

tj. gestos¢ rozktadu N(uy, o). Ze wzoru (5.4.1) widaé, ze postepujac analogicznie otrzy-
mamy gestos¢ f, rozkladu brzegowego zmiennej losowej Y postaci:

_ 1 =)
fZ(y)—a'z \/Q_T[GXPI: 20_5 :I
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Wtasnosci dwuwymiarowego rozktadu normalnego:
1. Jesli dwuwymiarowa zmienna losowa (X, Y) ma rozktad (5.4.1) i zmienne X'i Y s3
nieskorelowane (p=0), to sa niezaleZzne, a ggstosé (5.4.1) przyjmuje postaé:

exp[_(x-—.ul) (y—u2) } (5.42)

202 203

f(x,,v)=2

0102

Szkic wykresu gestosci (5.4.2) dla u,=u,=0 przedstawia rys. 5.15.

Rys. 5.15. Gestosé dwuwymiarowego rozkla-
du normalnego (5.4.2) o parametrach u,=
=ly= 0= P

2. Rozklady brzegowe i rozklady warunkowe w dwuwymiarowym rozkladzie nor-
malnym (3.4.1) s jednowymiarowymi rozktadami normalnymi (zad. 5.22 i 5.23).

3. Linie regresji I-go rodzaju dla rozkladu normalnego (5.4.1) sa liniami prostymi
(zad. 5.23).

ZADANIE 5.23. Wykazaé¢, ze rOwnanie linii regresji I-go rodzaju zmiennej losowej X
wzgledem Y dla rozkiadu (5.4.1) jest postaci

Rozwiazanie. Korzystajac z (5.1.23) i wynikéw poprzedniego zadania wyznaczymy
gestoé¢ rozkladu warunkowego zmiennej losowej X przy warunku, 2e Y=y,

f(x|p)= = 2exp{——z——l_x ~ = —(y uz)_H

oyVan(l—-p° P oL
a wigc gestos¢ rozkladu jednowymiarowego normalnego o wartoéci przecietne;:
o
EX|Y=y)=p+p ~(v=p2) (54.3)
2

i wariancji:
DX(X|Y=y)=(1-p>)?.
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Stad i z (5.3.23) réwnanie linii regresji I-go rodzaju zmiennej losowej X wzgledem Y jest
nastgpujace:

Podobnie mozna pokazaé, Ze réwnanie linii regresji I-go rodzaju zmiennej losowej Y
wzgledem X dla rozkiadu (5.4.1) jest postaci

Y—Hy X—[4y
=p
02 01
4 p? 1 1
Zauwazmy, 2¢ — wobec —=-35——F—5<0oraz—5>0 — forma kwadratowa
4 alo'2 cio} of

2 — — —
gx—g—l)—Z (x=pr) (= 4a) +(y ‘2‘2) jest dodatnio okreflona dla 0<p<1. Przyjmujac
o} 0,0, o

wiec

2 2
x x— — —
( ”1)___2( m0 u2)+(y 52) =c?, gdzie 2#0,
0'1 0'10'2 0'2

otrzymujemy réwnanie elipsy przy p# 0 o osiach nieréwnolegtych do osi Oxi Oy, wkazdym
punkcie ktdrej gestos¢é prawdopodobienstwa (5.4.1) dwuwymiarowej zmiennej losowej

(Y V\ wu:t stala: nlrnen fp nazywamy ahncn cfnla: gestosci. W\rln-pc]rn\r nastennie nrostokat
\ll, Fs u, V J J bt uuuuu yv Ani LA J VP.“ t.llU ‘.U.\*‘

0 bokach réwnolegtych do osi wspolrzgdnych, styczny do ehpsy (rys. 5.16). Mozna wykaza¢,

A
Y \ D

Rys. 5.16. Elipsa stalej gesto$ci dwuwymiarowe-
go rozkiadu normalnego (5.4.1) dla O0<p<1

f
L i

(9] 23] x

da ndeinli lerace nrreciwlaole nunlkty otvornoéeil nrzachadza nrzar éradalr (1. .Y alinoy
v VUWILIDIL 1 vLGgvy PlLObwliwibSiv pJulinty Oty volivowl Pl oveiiveaog plovi oivaien w]_ ".21 wilpoYsy

sa wigc jej Srednicami: AB jest srednica sprz¢iona z osia Oy (przechodzi przez $rodki
cigciw elipsy réwnolegtych do osi Oy), a CD jest srednica sprz¢zong z osiag Ox; wazniejszymi
jednak wiasno$ciami sa:

1) prosta zawierajaca Srednice AB jest prosta regresji Y wzgledem X, a prosta CD
jest prostg regresji X wzglgdem Y.

2) prosta EF zawierajaca duza o$ elipsy jest prosta regresji ortogonalnej (rys. 5.16).
(Cz. 11, s. 155—157).
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ZADANIE 5.24, Dobraé tak staly c, by
fx, y)=cexp[—1(x*+2xy+5y%)]
byla gestoscia dwuwymiarowego rozkladu normainego. Napisaé réwnanie linii regresji

I-go rodzaju zmiennej Y wzgledem X.
Rozwigzanie. Funkcja f jest gestoscia dwuwymiarowego rozkiadu normalnego o pa-

rametrach u; =u, =0 (5.4.1), jesli przyjmiemy c= » gdzie 7,, o, s3 odchyle-'

2ro,0, N p*
niami standardowymi zmiennych losowych X i ¥, p za§ — ich wspdlczynnikiem korelaci.
Poréwnujgc wspotczynniki przy odpowiednich zmiennych w formie kwadratowej wyste-
pujacej w wykladniku funkcji f oraz funkcji (5.4.1), otrzymamy uklad réwnat:
1 _1 —2p 5 1
(I-pHef 7' eyo(1-p*) 7 (1—pYol
z ktérego wyznaczamy p, ¢,, 0,.
W tym celu podzielmy réwnania pierwsze przez trzecie oraz pierwsze przez drugie stro-

=5,

0'2 1 g, 1 1 . . 1
nami, otrzymamy wowczas —; =—_ oraz —— —=-—. Obliczajac stad p=——- i podsta-
ol c.2p 2 J5
. . k 1 . d ’ ’ I) - 3) 2 1 5 2 l 1 W b
wiajac kolejno do réwnan 1) i 3) mamy o= =-— 0raz g;= =— c
] ] y o l_pz 4 2 5U—p) " 4 obe
powyZszego stala _
51 2
c=1 21;-1/__.__.___ _1_
2 2.5/ =

Linia regresji [-go rodzaju zmiennej losowej ¥ wzgledem X dla dwuwymiarowego rozkladu
normalnego jest prostac (zad. 5.23). Podstawiajac wyznaczone wartosci, otrzymujemy réwna-

...... Laonat 13 —nopean

nie SZuxandj linii 1C51cajl

L 7 v Y

wa zmienna losowa (X, Y) ma rozkiad o gestosei:

Wi o
1 1[(x-30)* (y—40)°

S )= 3502 { _2'[ 100 225 ]}

Obliczy¢ prawdopodobieristwo tego, Ze suma kwadratéw standaryzowanych zmiennych

‘ncn\uyr\h Y | Y nie przekracha 1'

Rozwigzanie. Z danej postaci gestosci tatwo odczytaé, 2e EX=30, EY =40, DX =100,
D?*Y=225, p=0. Stad szukane prawdopodobiefistwo

X—-30\? [Y-—40\?
P[(T) +(—15—) sl:|=P[(X,Y)ED]=
(x—30)> (y—40)
~300n ”e p{"_[ 100 225 ]}dxdy’

(x— 30)2 (y 40)2
100 225

gdzie obszar D= {(x y): <1 } (rys. 5.17).

13 Rachunek prawdcpodobiefistwa
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A
¢
.
71 2z
554 i
Lo
25+
| L | - -
ol 20 30 40 x ol 1 r
(x—30)2 Rys. 5.18. Obszar d={(r, p) : 0<r<1IA O o<
ng; 5‘;:;; Obszar  D={(x,): ——+ <2} (do zad. 5.25)

+ <1} (do zad. 5.25)

225

Zastosujmy do catki zamian¢ zmiennych x=30+ 10r cos ¢, y=40+ 15r sin ¢, o jako-
bianie J=150r. Zauwazmy, Ze przeksztalcenie odwrotne do podanego odwzorowuje zbi6r
D na zbiér

A={(r, ¢): 0Sr<1A0<¢p<2n} (rys.5.18).

Stad

a A
14X

1 5 1
P[(X,Y)eD]=—— | | 150re " ? drdp=— -r2/2 =
[( )e D] 300nff re rde znjjre dedr

D 0%

1

2 .

2 3 P —-1/!2 P Y o T
=-J re " dr=1—e¢""

2n
0

5.5. PROSTE REGRESJI II-GO RODZAJU

Prostq regresji drugiego rodzaju zmiennej losowej Y wzgledem zmiennej losowej X
nazywamy prosta o rownaniu y=ax-+b, ktdrego wspdolczynniki a, b sg tak dobrane, aby
§rednie odchylenie kwadratowe zmiennej losowej Y od zmiennej losowej aX+ b bylo naj-
mniejsze (ze wzgledu na wartosci a, b), tzn.

E[Y—-(aX+b))*=K(a, b)=min. (5.5.1)

Okazuje sig, ze dla dowolnej dwuwymiarowej zmiennej losowej (X, Y), dla ktorej istnieja

skoniczone i dodatnie wariancje o3, o7 w rozkladach brzegowych, istnieje dokladnie jedna

prosta y=ax+b, ktéra ma wlasnos¢ (3.5.1) o wspoélczynnikach a, b okre$§lonych wzorami:
c o

a=p—1, b=ozy—p—Y-ax, (5.5.2)
Ox Oy
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gdzie ay=EX, ay=EY. Stad réwnanie prostej regresji II-go rodzaju zmiennej losowej Y
wzgledem X jest postaci:
y—ay X—ox

=,G Py (5’.5.3)
Oy Ox

a wigc identyczne z rownaniem (zad. 5.23) linii regresji I-go rodzaju dla zmiennej losowej
o dwuwymiarowym rozkladzie normalnym. W podobny sposéb mozna okreslié prosta
regresji II-go rodzaju zmiennej losowej X wzgledem Y jako prosta o réwnaniu x=ay+ f,
w ktorym wspdlezynniki «, § sa tak dobrane, aby

E[X—(@Y+p)>=h(a, p)=min. (5.5.9)
Otrzymujemy wdwczas
Ox Ox
a=p—, P=ox—p—ay.
Cy Oy
Réwnanie
e SIS A (5.5.5)
Ox Oy
jest wigc réwnaniem prostej regresji II-go rodzaju zmiennej X wzgledem Y.
Podstawiajac obliczone wspéiczynniki a, b do (5.5.1), za$ «, B do (5.5.4), wyznaczymy
minimalne warto$ci przecigtne odpowiednich odchyleri kwadratowych i tak:

2
E(Y—aX-~b)2~-—-E(Y—pﬂ X—ocy+p2ax) =0a3(1—p?),
o

X Ox

2
o
E(X—a Y——ﬁ)2=E(X—-p—£ Y—-ax+pa—xay) =02 (1—p?).
\ d Gy J

vY

Prawe strony ostatnich réwnosci nosza nazwe wariancji resztowych (resztkowych) albo
wariancji regresji Y wzgledem X i wariancji regresji X wzgledem Y oapowwumo Znpaczenie
pierwszej wariancji resztowej jest nastgpujace: wariancja Y jest réwna oy, a po odjeciu
od Y ,,najlepszego” przyblizenia w postaci funkcji liniowej aX+ b drugiej zmiennej, warian-
cja tej reszty (4j. réznicy Y—aX —b) — stad nazwa — przyjmuje warto$¢ najmniejsza o2(1 —
—p?) (zad. 5.26). Metode wyznaczania prostych regresji II-go rodzaju (minimalizujgca
$rednie odchylenie kwadratowe) nazywamy metodq najmniejszych kwadratéw.

5.5.1. Zadania rozwiazane.

ZADANIE 5.26. Wykaza¢, ze wyrazenie E(Y—aX—b)® w przypadku ,najlepszej”
prostej jest wariancja zmiennej losowej Y—aX—b.

Rozwiazanie. ,,Najlepsza” (w sensie metody najmniejszych kwadratéw) prosta jest
prosta regresji 11-go rodzaju zmiennej ¥ wzglegdem X o réwnaniu (5.5.3), ktérej wspotczyn-

- Oy Oy . . .. . .

niki: a=p — oraz b=ay—p —ay. WyraZenie E(Y—aX—>b)? jest wariancja zmiennej
Ox Gx

losowej: Y—aX—b, gdy E(Y—aX—b)=0. Latwo sprawdzié, Ze ta

Jest:

13
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o
E(Y—aX-b)=E(Y—p—’X—a,+pfiax)=
ox Ox

Ov
b

=y—p— oz;,r—ozy+p—g—E ax=0.
Ox Ox
ZADANIE 5.27. Wykazaé, Z¢ reszta Y—aX—b w przypadku ,,najlepszej” prostej oraz
zmienna losowa X sa nieskorelowane.
Rozwiazanie. Zgodnie z definicja nieskorelowanych zmiennych losowych nalezy
wykazaé, ze cov (Y—aX—b, X)=0. Korzystajac z wlasnosci wartosci przeci¢tnej i wynikéw
zadania 5.26, mamy:

cov(Y—aX—b,X)=E[(Y—aX—-b)(X—EX)]=E[XY—-aX’—bX—(EX)- Y+
+a(EX)X+bEX]|=E(XY)—aE(X*)—bEX—EX-EY +
+a(EX)*+bEX =cov(X, Y)—a[E(X*)—(EX)*]=
=cov(X, Y)—p6§ﬂ=COV(X, Y)—E(—)X(X—’IQ 0, 0y=0.
Ox Ox0y

Zauwazmy, Ze proste regresji (5.5.3) i (5.5.5) przechodza przez wspélny punkt (ay, ay) —
érodek masy rozkladu prawdopodobienstwa, oraz jesli wspolczynnik korelacji g speinia
réwnosé p>=1, to obydwie proste pokrywaja sig.

ZADANIE 5.28. Niech dwuwymiarowa zmienna losowa (X, ¥) ma rozklad podany
w tabelce:

Xy
Vi 5 6 7
0 0 0 0,1
1 0,1 0,2 0,1
2 0,3 o1 g,1

Wyznaczy¢ réwnania i naszkicowaé wykresy prostych regresji II-go rodzaju.
Rozwiazanie. Aby wyznaczy¢ réwnania prostych regresji (5.5.3), (5.5.5) nalezy obli-
czy¢ wartosci przecigtne ay, ay i odchylenia standardowe oy, oy w rozkladach brzegowych,
oraz wspolczynnik korelacji p.
Sumujac prawdopodobienstwa w tabelce w kolumnach, otrzymujemy rozktad brzego-
wy zmiennej losowej X:

x| 5 | 6 | 7
| 04 | 03 | 03 °

skad
ay=EX=5-0,4+6-0,3+7:0,3=5,9,

EX%*=52-0,4+6%-0,3+7%-0,3=35,5,
D%X=35,5—-5,92=0,69, a wigc 05,=0,83.
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Podobnie sumujac w tabelce prawdopodobiefistwa w wierszach, otrzymamy rozklad
brzegowy zmiennej losowej Y:

v | 0 ] 1 | )
LI T . N
px| O1 | 04 | 05

Postepujac jak poprzednio, obliczamy:
oty=EY=0-0,14+1-0,4+4+2-0,5=1,4,
EY?=0%-0,1+1%-0,4422.0,5=2,4,
D*Y=2,4-196=044, skad ¢,=0,66.

Aby wyznaczy¢ wspolczynnik korelacji p ((5.3.16)). obliczamy cov (X, Y)=E(XY)—EX EY,
przy czym E(XY)=50'0+1-0,1+2-0,3)+6(0-0+1-0,2+2-0,1)+7(0-0,141-0,1+2-
0,1)=8,
cov(X, Y)=8-59-14=-0,26,
—0,26
0,83-0,66

Roéwnanie prostej regresji II-go rodzaju (5.5.3) zmiennej losowej Y wzgledem X jest

p —0,47.

po przeksztalceniu y= —0,38x+ 3,62, za$ zmiennej losowej X wzgledem Y (5.5.5) jest
postaci:
x—5,9_ y—14

— = —0,47 —
0,33 0,66

2

po przeksztalceniu y=—1,69x+11,37.
Wykresami s linie proste przechodzace przez punkt (5,9; 1,4) o wyznaczonych wspot-
czynnikach kierunkowych (rys. 5.19).

Rys. 5.19. Proste regresji Il-go rodzaju (zad. 5.28)
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5.6. ROZKLADY ZIQZONE

Niech F bedzie dystrybuanta zmiennej losowej X zalezng od parametru 7. Zalozmy,
ze T jest zmienna losowa o znanym rozkladzie prawdopodobienistwa. Rozwazmy dwa
przypadki:

1) T — jest zmienng losowa typu skokowego o funkcji prawdopodobiefistwa:

P(T=t)=p,, ieN. (5.6.1)

Rozkladem zlozomym rozkladu F z rozkladem (5.6.1) nazywamy rozklad prawdopodo-
biefistwa o dystrybuancie F,; okreslonej wzorem:

Fy(x)= ZF(x; LP(T=t), (5.6.2)

2) T — jest zmienng losowa typu ciagltego o gestosci g, wowczas rozkladem zlozonym
rozkladu F z rozkladem o gestoSci g nazywamy rozklad prawdopodobiefistwa o dystrybuan-
cie F, okreslonej wzorem:

Fi(x)= ]_o F(x,t)g()dt. (5.6.3)

Latwo zauwazy¢, ze F; w obydwu przypadkach jest dystrybuanta rozkladu brzegowego
zmiennej losowej X w dwuwymiarowym rozkiadzie zmiennej losowej (X, T). Jesli chcemy
wyznaczy¢ gestos f; albo funkcje prawdopodobienstwa rozkladu zlozonego, wystarczy
we wzorach (5.6.2), (5.6.3) dystrybuanty F, F; zastapi¢ odpowiednio przez gestos¢ albo
funkcje prawdopodobienstwa, i tak jesli

1) X jest zmienng losowa ciagla o gegstosci f, to

fi= § f (e, 090t (564)
badz
L= (5, ) P(T=1), (565)

w zaleznos$ci od tego czy T jest zmienng losowa typu ciaglego czy skokowego;
podobnie w przypadku gdy
2) X jest zmienng losowg typu skokowego o funkcji prawdopodobienstwa P(X'=x;, t),

(NP a1 $ el oY)
WuUuywwLdo

albo
P(X=x)= | P(X=x,,)g(t)dt dla keN. (5.6.7)

Zauwazmy, ze rozklady (5.6.5) i (5.6.6) sa mieszaning rozktadéw (p. 3.2).
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5.6.1. Zadania rozwiazane.

ZADANIE 35.29. Wyznaczyé zloZenie rozkladu Bernoulliego:
P(X=i, n)=(':.') Pl—py* dla i=0,1,..,n, O<p<l,

z rozkladem Poissona, przyjmujac, ze

n_—24
P(N=n)= ! dla neN,.
n
Rozwiazanie. Stosujac wzér (5.6.6) — wobec tego, Ze (:') =0dla n<i — otrzymuje-

my
n, —a

™ N 2
P(X=i)=Y (:’) p'(1—p)"-'-%'— dla  ieN,,

e 2 AA-pT

P(X=t)=-— ; (n—i)!
e 0Py L IAA-P)T _eTMAp) 4oy
BT ngo T ’
{1\ —4p
PX=i)=""0p—, icN,.

Jest to rozktad Poissona z parametrem Ap.

ZADANEE 5.30. Niech liczba zgloszeri telefonicznych w pewnej centrali w przedziale
czasu o diugosci ¢ bedzie zmienna losowa o rozkladzie Poissona

Y Ay —lt(h)l Al =N {1
A=, ij=¢ '—T Gid i€ivg, ()
1.

o ¥g
4\ ]

gdzie A oznacza przecigtng liczbg zgloszen na jednostke czasu. W pewnej chwili nastapita
awaria centrali. Zakladajac, ze czas usuwania awarii jest zmienna losowa T o ggstosci

(ue™™ dla t>0, 2
g(t)=0 dla <0, u>0, @

usuwania awarii.

Rozwiazanie. Gdyby czas naprawy byl zmienng zdeterminowang ¢, wtedy szukana
funkcja prawdopodobiefistwa pokrywalaby sie z funkcja (1). Jednakze czas naprawy jest
losowy; dlatego czas obserwacji liczby zgloszen, jako réwny czasowi naprawy, jest zmienna
losowa T o zaloZonej gestosci (2). Wobec tego, zgodnie z (5.6.7), prawdopodobiefistwo
P(X=i) tego, ze w czasie naprawy pojawi si¢ i zgloszen (nieobshuzonych) znajdujemy jak
nast¢puje:
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o0 [=2]
P(X=i)= IP(X:-:‘, T=t)g(t)dt= Je Mgmiye““‘dm
g J i!
o0
i il (A+p)*?
0

r - -
Zlozenie rozkladow Poissona z wykladniczym jest wiec rozkladem geometrycznym o para-
metrze p=—-.

5.7. FUNKCJA CHARAKTERYSTYCZNA
DWUWYMIAROWEJ ZMIENNEJ LOSOWEJ

Niech (X, Y) bedzie dwuwymiarowa zmienng losowa o znanym rozkladzie prawdo-
podobienistwa. Funkcj¢ dwoch zmiennych rzeczywistych ¢, t, o wartosciach réwnych
wartosci przecigtnej zmiennej losowej: exp (it, X'+ it, Y) nazywamy funkcjq charakterystycz-
nq dwuwymiarowej zmiennej losowej (X, Y) i oznaczamy przez ¢(fy, t,):

o(ty, 1,)=Eexp[i(1,X+1,Y)] dla (f,t,)eR’ (5.7.1)
W szczegélnym przypadku

E ; ppexpli(x;ty+y,t;)] dla zmiennej skokowej o rozkladzie
J

DfV--—-v V—n \—h \n TVITFLP SO TY v » .—1 /qq’)\
F L Ay .l'_] ’_P' - \J g FLLJ \ILJJJ.I I _'J.’ \JQ'-‘-}
@(ty, t2)=1 \ ! KR Rl
0 [+ o]
f § f(x, y)expli(xt; +yt,)]dxdy dla zmiennej typu ciaglego
- —ao

o gestodei f.

Zauwazmy, ze ¢(t,, 0) jest funkcja charakterystyczna rozkladu brzegowego zmiennej loso-
wej X, za$ (0, t,) — zmiennej Y. Mozna wykazaé, ze:

Warunkiem koniecznym i wystarczajqcym niezaleznosci zmiennych X i Y jest zachodze-
nie zwiqzku:

AN\ et t)=9(t,0) 00, 1,). (5.7.3)

(tl ’ tl) eR2

Wtlasnoséci funkcji charakterystycznej:
a) ¢’(0’ 0)=1,
b) le(n, )| <1,
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) p(—1t1, —t:)=0(ts, 1,)
(@(t,, t;) oznacza liczbe zespolona sprz¢Zzona z ¢(fy, 13)).

d) Jeli istnieja skofczone momenty mieszane «, ., rzedu ry+r, zmiennej (X, Y)
O ety t
((5.3.2)), to istnieje pochodna mieszana funkcji charakterystycznej: 5 ﬁ;t‘ 2) ; zacho-
1 2
dzi zwigzek:
1 [o*"p(ty, 1)
=FE(X"Y"™ . 5.7.4)
%y = E( )= itz arpary =0 (

12=0
Funkcja charakterystyczna dwuwymiarowej zmiennej losowej o dwuwymiarowym rozkla-
dzie normalnym (5.4.1) jest postaci:

o (ty, t)=exp [i(usty + paty) — 3(05t] + 0363 +2p010,5t115)] . (5.7.5)

5.7.1. Zadania rozwiazane.

ZADANIE 5.31. Zmienna (X, Y) ma rozklad o funkcji charakterystycznej (5.7.5). Dla
jakich wartosci parametréw rozkladu zmienne X i Y sa niezalezne?

. ’
~ AN/ xr o~ bl havraltaryotuer ne ro. -
NOZWIgZa nie. W YZnacZmy i uul\\.«JC CAarakicrysiyCznd roZsiaGow brzego‘v’v'yCu.

o (t,, 0)=exp(ip,t; —301t}),
(0, 1;)=exp(ip,t, —30313).
Wyznaczymy warto$ci parametrow y,, [s, 61, 62, p, dla ktérych zachodzi réwnos¢ (5.7.3):
exp [i(uyt, +1at:) —3(03t] + 0515 +2p0 0,84 1,)] =
=exp(ipyt; —30317) exp (ipat, —30313)exp (— po 10,1415},
poniewaz a,, g,>0, wigc powinno by¢é p=0.
Otrzymaliémy znany wynik, Ze warunkiem koniecznym i wystarczajacym niezalez-

no$ci zmiennych losowych o rozkladzie normalnym (5.4.1) jest, by p=0 (zmienne nie-
skorelowane).

ZADANIE 5.32, Dwuwymiarowa zmienna losowa (X, Y) ma rozklad podany w tabelce:

Xy
Y 0 1
-1 3 %
1 1 3

ej moment mieszany «;,.
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Rozwigzanie. Korzystajac ze wzoru (5.7.2), wyznaczmy funkcje charakterystyczna:
0(1y, t)=de 14 el Ty gt
Stosujac wzér Eulera e“=cos t+isin z dla t e R, otrzymamy:
p(ty, t;)=%cost,(2+cost +isint,).

Obliczamy pochodne:

Op(ty,t .
La't’-—2—)=§cost2(-—smt1+icost1),
1

6—2¢(t1, tZ)——‘ sinf,(—sint; +icosi,)
dt, ot i ' v

3%p(1y, 1,)
—————=-—%cost,(—sint; +icost,).
t, 013 beosty( ' 2

‘Wartos¢ trzeciej pochodnej dla #,=0, #,=0 wynosi:

I_as¢(t1, tz)-l _ _il
L atl 6i§ J;r—g 3
Stad i ze wzoru (5.7.4) otrzymujemy
i 1
alz = —3—‘:3-=? .

Pojecia zwigzane z dwuwymiarowa zmienna losowg (5.1) - (5.7) mozna uogélnié na
przypadek n-wymiarowej (n>2) zmiennej losowe;j.

Uktad n zmiennych losowych X3, ..., X, okreSlonych niekoniecznie na tej samej prze-
strzeni probabilistycznej nazywamy n-wymiarowq zmiennq losowq, badz wektorem losowym
1 zapisujemy (Xy, ..., X,), gdzie X}, i=1, ..., n nazywamy jego skiadowymi (wspdirzednymi).

Dystrybuantq n-wymiarowej zmiennej losowej (X4, ..., X;;) nazywamy funkcje # zmien-
nych rzeczywistych okreslona wzorem:

F(xy,...,x)=P(X{<xy,..,X,<x,) dla (x,...,x,)eR". (5.8.1)

Laczny rozklad prawdopodobiedstwa dowolnego ukladu k (1<k<n) zmiennych X,
.us Xy, spoSréd n zmiennych losowych Xj,..., X,, nazywamy rozkladem brzegowym
k-wymiarowym w n-wymiarowym rozkladzie zmiennej losowej (X;, ..., X,). Dystrybuanta
takiego rozkladu jest okreslona wzorem

Fih --':ik(xil L xik)= Ilm F(xl 3 ey xn) . (582)
Xy o
L ST %
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Jesli zmienna losowa (X4, ..., X,) przyjmuje skoficzona badz przeliczalng liczbe war-
tosci (x5 ..., Xny), j€ N, kazda z dodatnim prawdopodobienstwem:
P( >0 dla jeN (5.8.3)

=X Y — n .
2] T Rjy ey AT Apj Fij,..nj= Vv - LY, O 7

przy czym Y, py; . .;=1, to (Xy, ..., X,) nazywamy n-wymiarowq zmienng losowq skokowq
J
(dyskretnq), a jej dystrybuanta wyraza si¢ rownoscia:

F(Xg, s Xg)= 2 ... Z Pij,..,nj- (5.8.4)

X1j<X1 Xnj<Xn

Zmienng losowa (X, ..., X,) nazywamy typu ciaglego (ciqglq), jesli istnieje nieujemna

talra ¥a Avetevhiianta »_wry At 1731

F o amamuynh rranrgurictyrh ~ 1 miarny rmian.
A1 ILCULy w1ot_yuu Als eeey Ap LARA,L0 UYOLLYUUALILA FITVY YIILIGLV Y ] Lllilvll

IUnKCja f i Zi‘ﬁicﬁuyu
nej losowej (X3, ..., X,) jest okreslona wzorem:

X1 Xn
F(xy5esx)=§ ... § fug,...;u)duy...du, dla (x;,...,x,)eR". (58.5)
bl o] -0
Funkcje f nazywamy gestosciq prawdopodobieristwa n-wymiarowej zmiennej losowej
(X4, ..., X,). We wszystkich punktach ciaglosci ggstosci f zachodzi wzor
ﬁ"‘F (x .

v )
e LA s, X)), 5.8.6
oxy ... 0, f (% Xy) (5.8.6)

I3

Roéwniez pojecie niezaleznosci dwoch zmiennych losowych mozZne
X, s

padek n-wymiarowy i tak powiemy, Zze X,, ..., 4 niezaleznymi zmiennymi losowymi,
jeshi:
F(xla v xn)=F1(x1)"‘Fn(xn)’ (587)
(x1,...,xn)eR"

gdzie F(x)), i=1, ..., n, sa dystrybuantami rozkladéw brzegowych zmiennych losowych X;.
Latwo zauwazy¢, Ze jesli Xy, ..., X, sa niezaleznymi zmiennymi losowymi, to dowolna
liczba k<n sposrod nich stanowi uklad k& niezalenych zmiennych losowych:

/\ X, X:, ..., X;,, gdzie 1<i; <i;<...<iy<n sa réwnieZ niezaleZne.
k<n

Jesli (X, ..., X,) jest n-wymiarowa zmienng losowa skokowa, to warunkiem koniecz-

nym i wystarczajacym niezaleznosci zmiennych Xj,..., X, jest zachodzenie ré6wnosci:

/\ P(X =Xy, s Xp=X,)) =P (X1 =%4;)... P X,=X,;), (5.8.8)
(xi5,..,Xnj)€R"

gdzie P, k=1,...,n sa funkcjami prawdopodobienstwa rozktadéw brzegowych jedno-

wymiarowych zmiennych losowych X, ..., X,. JeZeli natomiast (Xy, ..., X)) jest zmienng

losowa ciagla o gestosci f, to korzystajac ze wzorow (5.6.5) - (5.6.7) tatwo wykaza¢, Ze

warunkiem koniecznym i wystarczajacym niezalezno$ci zmiennych X, ..., X, jest spelnienie
zwigzku:

AN FGers s X =F1(x0) flx) (5.8.9)

(X1,...,Xn) €R"

gdzie f,, i=1, ..., n sa gesto$ciami rozkltadéw brzegowych jednowymiarowych zmiennych
losowych: X s X

''''''''''' 15 =« ‘L
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Jesli Py, (X1=xyj,..., Xy=x;)>0dla j=1, ..., k<n, to rozklad prawdopodobies-
stwa zmiennej losowej skokowej (n— k)-wymiarowej okreslonej wzorem:

= = 0o Kn=Xaj) , (5.8.10)
Pl,...,k(X1“x1js ceey Xk=xkj)

gdzie P . . jest funkcja prawdopodobiefistwa rozkladu brzegowego zmiennej losowej
(X1, ..., Xi), nazywamy rozkladem warunkowym zmiennej losowej (Xi4i,..., X,) pod
warunkiem, ze (X;=x,;, ..., X,=x;)).

Dla zmiennej (X3, ..., X,) ciaglej o gestosci £, gdy gestosé fi, ..., , rozklad
zmiennej (X, ..., X;) jest dodatnia, wzér:

f(x15 seny xn)
fi ,...,k(xl s eens Xg)

okresla gestos¢ rozkladu warunkowego zmiennej losowej (X, s, .

S Guess s X Xy ooy 3)= (5.8.11)

..+ X,) przy zatoZeniu,

?
Warto$¢ przecigtna funkcji g n zmiennych losowych X,, ..., X, jest liczbg okreslona
wzorem:
(‘ i» s “n) =
2 G(Xpys e Xin) Pit .t dla zmiennej skoko-
¢ wej o rozkladzie (5.8.3)
o] [+1)
=y | . §g(xys s x)f(xysoony X,)dx, ... dx, dla zmiennej loso- (5.8.12)
— a0 -0 . 7 O,
WwC) \Aly c--5 Ap) LYPU
ciagltego o gestosci f
o ile odpowiednio
Z lg(xu > ees xl‘n)lpil yor, <00,
i
badz
0 [=0]
¢ [ NV N »
Voo Y g(xgs e, x ) f(xg 5 onny Xp) dXy L dX, <00
- o0 -0
Momentem o, . zwyklym mieszanym rzedu ri+...+r,, r;e N,, i=1,...,n zmiennej
losowej (X, ..., ,,) nazywamy wartos¢ przecigtng iloczynu X7'...X7", a wigc
O ra=E(XT... X7, (5.8.13)

W szczegdlnym przypadku gdy ry=...=r,=0 dla k<n, otrzymujemy moment zwykly
mieszany rz¢du r,,,+...+r, rozkladu brzegowego zmiennej losowej (X4 4, ..., X,).

Wektor (EX,, ..., EX,) nazywamy wektorem wartosci przecietnych, albo Srodkiem masy
prawdopodobieristwa w n-wymiarowym rozkladzie.



5.8, Wielowymiarowe zmienne losowe 205

Nastepnie okreslimy momenty centralne ., . mieszane rzedu ry+...+r, zmiennej
losowej (X, ..., X;) jako wartos¢ przecigtng funkcji: (Xy—EX))™...(X,—EX,)", mamy
zatem

lur;...r,,=E [(Xl —EXI)"" '(XH—EXH)"'] . (5°8'14)

W szczegblnym przypadku — dla dwoéch dowolnych zmiennych losowych X;, X, i#j,
przy r;=r;=1 — otrzymujemy:

E[(X;—EX;) (X;—EX)]=cov(X;, X)),
kowariancj¢ zmiennych X, X, czgsto oznacza si¢ ja przez:

O'”=COV(Xi, XJ) dla i,j=1, R (5.8.15)
Yeli i=j, to

G"=D2Xi, i=1,...,n.

fatwo moZna wykazal, Ze:

a) E(X,+...+X,)=EX,+...+EX,, o ile EX,, ..., EX, istnieja.

b\ n2( Y 4 4L Y Y— nz Y L nz Y Ala niazalaynurh rmrannyrh Tnoenwrunh

} Lo \I-ll I =ee |} .lln} s lll I ese | aAFr ll” Wil lll\v&ul\vhll_’vll L.J.uu.«uu.yvu. 1\}5\!"]\1“.

Xy, ..., X,, przy zaloZeniu istnienia wystgpujacych w réwnosci wariancji.

Zaldimy, Ze oy, i,j=1, ..., n, istnieja, przy czym o;,,=D>X,>0, wéwczas pewnym
uogodlnieniem wariancji na przypadek n-wymiarowy jest tzw. macierz kowariancji, albo
macierz momentéw rzedu drugiego, ktéra oznaczamy przez

'—0'11 013 Tin
Gay G32 )
M_[O'u]t=1, T "=

J=1) I T N
anl 0',,2 arm

D*X, cov(X,, X,) ... cov(Xl,X,,)]

_Jcov(X2, X)) DX, e cOV{X,, X,) (5.8.16)
cov(X,, X,) cov(X,, X,;) ... D*X, '

Macierz M jest macierza symetryczna o wyznaczniku |M|>O. Jesli jednak |M|=0, a wiec
rzad macierzy M jest k<n, to (Xy,..., X,) jest zdegenerowang n-wymiarowa zmienna
losowa o rozkladzie osobliwym (w rzeczywistosci k-wymiarowym), tj. takim ktérego catko-
wita masa prawdopodobienstwa jest rozlozona na k-wymiarowej hiperptaszczyznie.
Wartosciq przecigtnq zmiennej losowej X; o jednowymiarowym rozkladzie warunko-
wym przy zaloZeniu, 2e (X;=Xx,;, ..., X,=x,;) nazywamy liczb¢ okreslong wzorem:
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E(Xl. |X2=x2j: cery Xu=xnj):

[ X P X =X ,X =X ,-no,X =xﬂ' . . .
‘,,v‘ wP (X=X, Xo =3y n=%n) dla zmiennej skokowej

2P (Xy=xas Xo=%zp5 s Xa=Xa)) ) tosltadzie (5.83),  (5.8.17)

= [+¢)
[ x1f(xy,eens x)dx, L
—o dla zmiennej ciaglej
[2.¢]
{ f(xys.n,x,)dx, o gestosci f.

Oznaczmy E(Xy | Xa, ..., X)=m(X,, ..., X,).
Zbior punktow w R" o wspélrzednych x;, ..., x, spelniajacych réwnanie

x1 =m1(x2, ceey x,,) (5-8.18)

nazywamy hiperpowierzchniq regresji I-go rodzaju (odpowiednik linii regresji I-go rodzaju)
zmiennej X; wzgledem pozostatych zmiennych (X,, ..., X,). W podobny sposéb mozna
okresli¢ hiperpowierzchnig regresji I-go rodzaju zmiennej X; wzgledem pozostatych zmien-
nych (Xi, ..., Xio 1 Xxs 15 oo 0s Xn)-

Hiperplaszezyznq regresji 1I-go rodzaju zmiennej X, wzgledem (X, ..., X,) (odpowied-
nik prostej regresji II-go rodzaju) nazywamy zbiér punktéw w przestrzeni R® o wspodl-
rzednych x, ..., x, spelniajacych réwnanie

X1 —EX1 =a12(x2_EX2)+ aes +al,,(x,,—EX,,) ’ (5.8.19)

w ktérym wspélczynniki a@;, k=2, ..., n, sa tak dobrane, aby zachodzit zwigzek:

E[X,—EX,— ¥ a;(X;—EX;)]>=min,

i=2

[

tzn. hiperptaszczyzna (5.8.19) ma t¢ wlasno$¢, ze sposréd wszystkich hiperplaszezyzn w R
srednie odchylenie kwadratowe zmiennej X; —EX, od tej hiperplaszczyzny (od zmienne;j

Y. a;(X;—EX,)) jest najmniejsze (méwi sig tez, Ze jest to ,,najlepsza”, w sensie metody

najmniejszych kwadratéw, hiperplaszczyzna).
Mozna wykazac, 2e

i;2 n (5‘8""\\

9 rev g ik g l-V}

gdzie M|, dla i=1, ..., n sa dopelnieniami algebraicznymi elementow a,,, i=1, ..., n, od-
powiednio, przy czym wobec [M|#0 i D?X,>0, mamy M}#0 dla i=1,...,n.

W podobny sposéb mozna uzyska¢ réwnanie hiperplaszczyzny regresji 11-go rodzaju
dowolnej zmiennej X3, k=1, ..., n, wzglgdem pozostatych n— 1 zmiennych, Mamy wéwczas

x,—EX;= Z ai(x;—EX;),
i#k
*
gdzie a;;= ——':—, i=1,...,k—1,k+1,...,n.
Mkk
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Mozna wykazaé, ze kazda ze zmiennych

1 n
Y,=X,—EX;+— Y MiX,—EX)), k=1,..,n,

Mg i#k

nazywana resztq jest nieskorelowana z Zadna ze zmiennych losowych X, przy i#k, a wa-
riancja resztowa

1)21',t=|iw~I dla k=1,..,n
M, T

Podobnie jak wérdéd jedno- i dwuwymiarowych zmiennych losowych, wéréd wielo-
wymiarowych zmiennych losowych szczegdlne znaczenie ma wielowymiarowy rozkiad
normalny.

n-wymiarowa zmienna losowa (X7, ..., X;) ma n-wymiarowy rozkiad normalny, jeéli jej
gestos¢ jest okreslona wzorem:

S(xys ooy X)= exp[—1 -21 'z; ¢;;(x;—EX;)(x;—EX;)], (5.8.21)

1
(2ny"*\/ M|
gdzie c,; s3 elementami macierzy odwrotnej do macierzy kowariancji M, okreslonymi wzo-
rami:

-

I

C:'j=IM]Mija (58.22)
gdzie M,; sa dopelnieniami algebraicznymi elementéw o,;. Mozna wykazaé, ze jeSli
(X, ..., X,) ma rozktad (5.8.21) oraz zmienne losowe s3 parami nieskorelowane, tzn.
/A\ u,j=u, to zmienne Xy, ..., X, 59 niczaleZzne o {E‘LCZi‘iCJ g@stﬁsc; (um n=2 por. [J 5.4.2)):
itf

n
s o= ol _ L § GmEX)™)
JAX1s ooy Xp) I_ Py 2 J
\/(271) 051022.. i

5.8.1. Zadania rozwiazane.

ZADANIE 5.33. Tréjwymiarowa zmienna losowa ( , Z) ma rozktad Dirichieta

o g@stosm.
€ e
I \pyt+Prt+P3+ Pa) pim1.pr=1_pa=1 .
ol x y z (1—=x—y—z)?
fx,y,2)= I'(p) I'(p2) I'(p3)L'(pa)
'Y dla (x,y,2)eV,
0 poza tym,

gdzie V={(x, y, 2) : x=0, y=0, 220 A x+y+2<1} oraz py, p,, p3, p.>0. Jest to uogdlnie-
nie rozkladu beta.
Wyznaczyé gestosé rozkladu warunkowego f(z | x, y).
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>

x4y +z=1 Rys. 5.20. Obszar, na ktérym jest skoncentrowana
gestosé rozkladu Dirichleta (zad. 5.33)

Rozwigzanie. Gesto§¢ rozkladu Dirichleta jest dodatnia dla (x, y, 2)e V, gdzie V
jest ostrostupem (rys. 5.20).
Korzystajac ze wzoru (5.8.11), otrzymamy

f(x,y,2)
f(Z X, J’)= "
(x.é)\eb | J12(x5¥)
gdzie D={(x,y): 0<x<1AO<y<I—x}.
Wyznaczamy gesto$é fi »(x, y) wektora (X, Y):

L

£

N\ fia(x,y)=c xProlypamlzpml) _x—y—z)P4" gz,
(x,yeD 0

I'(p;+...+ :
gdzie c= (P Pe) ; podstawiajac z=(1—x—y)u, otrzymamy:

I'(p,)...I'(ps)

1
AN S a(x, P)=cxP T yP T 1 —x— y)Pe et [Pt ()P gy =
{x,y)eD ’ 0

e —1

=cxP -y.'-'z—l(i_x_y).-s o

_ I(py+py+ps+ps) T (p3) I (ps)
I'(p) I (p2) I'(p3) I'(pa) I’ (p3+ pa)

Rozklad brzegowy zmiennej (X, Y) jest wigc takZe rozkladem Dirichleta o gestosci:

xm-lypz-i(l _x_y)mﬂu-l.

[ I'(ps+p2+ps+ps) xPLyPr (] pypstret

e el L @)L (P2) I'(p3tpa)
J1.24%, ¥) [ dla x>0, y>0Ax+y<l,

0 poza tym,
za$ gesto$é rozkladu warunkowego zmiennej Z jest okre§lona wzorem:

I'(p3+ps) p3-1 (—x—y—z)*7!

A F(z|x, 9)=1T(p3) T (ps) (1—x—y)Pe+eet
(x,y)eD 0 dla pozostalych z.

dila 0<zgl~x~y,
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ZADANIE 5.34. Dane trzy zmienne losowe X, Y, Z sg parami niezalezne. Czy stad wy-
nika, ze wszystkie trzy zmienne losowe sa niezalezne?

Rozwiazanie. Zalézmy, ze X, Y, Z sa zmiennymi losowymi okreslonymi na tej samej
przestrzeni probabilistycznej {Q, #, P}. Zmienne losowe X, Y, Z sa parami niezalezne
wtedy 1 tylko wtedy, gdy

/\R Fiy(x, y)=Fi(xX)Fy(y), Fi3(y,z)=Fy(y)F;3(z), Fi3(x,2)=F(x)F;3(z),

jest to rownowazne niezaleZznosci parami nastgpujacych zdarzen:

Aj={w: X(w)<x}, A;={w:Y(w)<y} i A;={o:Z(w)<z}.
Jak wiadomo (zad. 1.19) nie wynika stad niezalezno$¢ zespotowa tych zdarzen. Nie musi
wi¢c zachodzi¢ réwnosé:

P(A,nA;nA3)=P(A,)P(A4;) P(43).
ZADANIE 5.35. Wykaza¢, Ze

D*Y X;=3 DX;+ Y ¥ cov(X,, X)).
i=1 i=1

i#j

Rozwigzanie. Korzystajac zdefinicji wariancji i wlasnosci wartoéci przecig¢tnej, mamy

D*Y X,=E( Y, X~ ¥, EX)*=E[ Y, (X;~EX)T'=
i=1 i=1 i=1 i=1
=E[ Z (X;—EX))*+ Z Z (X;—EX))(X;—EX))]=
i=1 i#j

i E(X,—EX)*+ Z Z E(X,—EX)(X;—EX,)=
i=1 i#j

— i DX+ i i cov(X;, X,).
i=1

i#+j

I'a

F(x,y,z)={

ZADANIE 5.36. Tréjwymiarowa zmienna losowa (X, ¥, Z) ma rozklad o dystrybuancie:
1 X .2y =3z, ,—(x+2y), ,—(x+3z), _—(2y+3z) _—(x+2y+3z)
1€ -1 - € € TC T€ —€
dla x>0,y>0,2z>0,
dla pozostatych (x, y, z).

Wyznaczy¢ jednowymiarowe rozklady brzegowe zmiennych losowych X, ¥, Z oraz zbadaé

0

czy zmienne te s3 niezaleZne.

Rozwiazanie. Korzystajac ze wzoru (5.8.2), otrzymujemy dystrybuanty rozkladéw
brzegowych:

S
Fl(x)=1imF(x,y’z)___{1 0e dla x>0,
y—oo

dla pozostaltych x,

14 Rachunek prawdopodobienstwa
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Fy(y)=1im F(x, y, z)=

X— w0
Z Q0

1—e™® dla y>0,
0 dla pozostalych y,

Fy(z)=lim F(x, y, 2)= (1—e™3* dla z>0,
ne ' ¥ '_i 0 dla pozostatych z.

X o0
y=roo

Latwo zauwazyé¢, ze
/\ F(x3 y,z)=F1(x)F2(y)F3(z),

(x,y,z)eR?
a wiec X, ¥, Z sa niezaleznymi zmiennymi losowymi.

ZADANIE 5.37, Badana cecha X w populacji ma rozkiad réwnomierny na odcinku
(0, b). Niech (Xy, ..., X,) bedzie préba prosta n elementowa z tej populacji. Wyznaczyé
dystrybuante rozkladu zmiennej losowej Z=max (X, ..., X,).

Rozwigzanie. Jesli 0<z<b, to F(z2)=P(Z<z)=P[max (X, ..., Xp)<z]=P(X,<z, ...
-y X,<2Z), co wobec niezaleZnosci zmiennych jest réwne

P(X,<2z)...P(X,<2)=[Fx(2)]",

ale dystrybuant¢ zmiennej losowej X na odcinku (0, b) okresla wzér Fx(x)=—§— , skad

F(z)= («Z—) . Ostatecznie

{ 0N Ala o < )
v uia AR AV

F(z)= (-Z-) dla 0<z<b,
1 dla z>b.

ZADANIE 5.38. Wektor losowy (X, Y, Z) ma rozklad ré6wnomierny w obszarze V=
={(x,5,2): 0<x<1A0<y<1-xA0<z<1}. Napisaé réwnanie plaszczyzny regresji
II-go rodzaju zmiennej X wzgledem (Y, 2).

MWamcmriamannia lact~lA
DNULWIgLallll., \JpdlUdL

1
— dla (x,y,2)eV,

F v, z)={|V|
0 poza tym,

gdzie |V| jest objgtoscia obszaru V (graniastostupa) naszkicowanego na rysunku 521,

skad [V]=3, za$
dla (x,y,z)eV,
poza tym.

fx,y, =42
LU

Korzystajac ze wzoru (5.8.12), obliczymy wartosci przecigtne w jednowymiarowych roz-
kladach brzegowych:

1 1—x 1 1
EY=EX= {dx | dy [2xdz=2 [ x(1—x)dx=1%,
0 o 0 0

1 1=-x 1 1

EZ= [dx | dy[2zdz= [(1—-x)dx=%.

0
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Rys. 5.21. Obszar, nad ktorym jest skoncentrowana gestosc
rozkladu réwnomiernego (zad. 5.38)
X

5

Aby wyznaczy¢ macierz kowariancji wyznaczymy momenty zwykle rzedu drugiego
1—x 1

1 1
EY?=EX?= [dx [ dy [2x?dz=2 [(1-x)x"dx=1,
o o "o 0

1—x 1

1
EZ*= fdx { dy [22%dz=]

1

(I-x)dx=3,

Q) ey

1-x i 1

1
E(XY)= [dx | dy |2xpdz= [x(1—x)'dx=75,

1 1-x 1 1
E(YZ)=E(XZ)= [dx | dy [2xzdz= | x(1—x)dx=1.
0 0 0 0

Stosujac wzor (5.3.10), otrzymamy:
D’X=D*Y=3, D’Z=7,

cov(X, Y)=—3%, cov(X,Z)=cov(Y,Z)=0.

Stad macierz (5.8.16) jest postaci:

1 1

1§ T
M:-—S_G -1_8(1)'

0 04

Roéwnanie ptaszczyzny regresji II-go rodzaju zmiennej X wzgledem (Y, Z) jest naste-

pujace:
x—EX=ai2(y~EY)+a13(z~—EZ),

gdzie a,,, a,; obliczamy wedlug wzoru (5.8.20).
Obliczmy dopetnienia algebraiczne elementéw pierwszego wiersza macierzy M:

M= 8ot MmO L
0 4171812 0 51 3612
1 1
MTE!"=('_'1)4 306 l08 =0,

1

skad a,,=—3, a13=0.

14
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Plaszczyzna regresji zmiennej X wzgledem (Y ,Z) ma rdwnanie:
x--—%-:: _%(y—%'):

a wigc jest plaszczyzng réwnolegla do osi Oz (rys. 5.22).

’
1 J I 6x+3y=3

~ Rys. 5.22. Plaszczyzna regresji zmiennej X wzgledem
x  zmiennych (Y, Z) (zad. 5.38)

[T
X
b Y

v 1
A0 L]
i LH

bﬂ
L

~

ZADANIE 5.39. Napisa¢ gestos¢ (5.8.21) dla n=2 i1 poréwnaé z ggstoscia dwuwymiaro-
wego rozkladu normalnego (5.4.1).
Rozwigzanie. Rozpiszmy wzdr (5.8.21) dla n=2

[

f(xuxz)—' \ll_exp{ 3[(x;—EX)’cyy+(x, —EX)(x,—EX,) ¢y, +

+(x;—EX,)(x;—EX )¢y, +(x; "Exz)zczz]} ,

gdzie macierz

cov(X;,X,) o3

_I: 0’% COV(Xqu):I

o;=D*X, dla i=1, 2.
Jesli p jest wspolczynnikiem korelacji migdzy zmiennymi X, X,, to cov (X;, X;)=
=cov (X,, X)=po,0,, wowczas macierz kowariancji

M= 07 poyo,
po6; a3 |

M| =0%03—plo =il (1—p)

Obliczmy jej wyznacznik:

Dia |p|<1 istnieje macierz odwrotna do M o elementach:
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_ 1 p
THd-p T e a(-pY
P 1
co(—p?) T =p)

C11
Ca1 = —

Stad dla ]p[ <1 gestos¢ dwuwymiarowego rozkladu normalnego jest postaci:
1 1 r(xl - EX1)2
f(x s X )= exp{— -
b 21w'10'2\/1—p2 2(1—102)'_ ol

(x; —EX;)(x,—EX,) +(x2 —EXz)z
0.0, 0'2 ’

—2p

otrzymaliSmy wigc wzor identyczny z (5.4.1).

ZADANIE 5.40. Trojwymiarowa zmienna losowa (X, ¥, Z) ma rozktad normalny o ma-
cierzy kowariancji:

[ 1 -1 17
M=|-1 2 -1
1 -1 2
i warto$ciach przecigtnych EX=EY=FEZ=0. Wyznaczy¢ jej gesto$¢ prawdopodobienistwa.
Rozwigzanie. Obliczmy wartos¢ wyznacznika

| 1 -1 1
M|=| -1 2 —1|=1+0.
1 -1 2

Mozna wigc wyznaczy¢ macierz odwrotna do M, ktdrej elementy obliczamy ze wzoru
(5.8.20):

1
f(>c,y,z)=(—én—)3,—,2 exp[—3(3x*+y?+ 22+ 2xy—2xz2)].

Podobnie jak dla dwuwymiarowej zmiennej losowej, w przypadku wiclowymiarowym
powierzchnie regresji I-go rodzaju dla rozkladu normalnego sa odpowiednimi hiper-
plaszczyznami regresji 1I-go rodzaju (zad. 5.23).
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5.9. ZADANIA DO ROZWIAZANIA

5.41. Dwuwymiarowa zmienna losowa (X, Y) ma rozklad prawdopodobieﬁstwa okres-
iony nastgpujaco: P(X=1, Y=1)=0,2, P(X=1, Y=2)=0,3, P(X=3, Y=1)=04, P(X=3,
Y=2)=0,1.

a) ZapisaC ten rozklad w tabeli,

b) Zbadaé¢ czy zmienne losowe X i Y sa niezaleZne.

¢) Wyznaczy¢ dystrybuante i wartos¢ przecigtna zmiennej losowej X.

d) Obliczy¢ warto$¢ dystrybuanty w punkcie (2, 2).

5.42. Dwuwymiarowa zmienna losowa (X, Y) ma rozklad podany w tabelce:

X1
Vi 3 3,5 4 4,5 5
3 0,16 0 0 0 0
3,5 0,12 0,04 0 0 0
4 0,08 0,08 0,08 0 0
4,5 0 0,12 0,06 0,05 0,04
5 0 0 0,01 0,08 0,08

gdzie X jest srednig ocena w sesji egzaminacyjnej w I semestrze dla losowo wybranego
studenta, za§ ¥ — drednig oceng w sesji tego studenta w VI semestrze,

a) Obliczy¢ wspolczynnik korelacji tych zmiennych losowych.

b) Napisa¢ réwnanie prostej regresji 1I-go rodzaju zmiennej losowej Y wzgledem X.

r-\ vannrvv/' linie reoresii T-an rodzam 7mienneit Inen\xmj Y ulvﬂ!gdem X.

Liid 5 41111y AWElivIil X AVGLL Y LAV ROV VY W

5.43. Rzucamy 5 razy moneta. Niech X oznacza liczbg orlow otrzymanych w tych
rzutach, Y — liczbe serii ortéw, Z za§ — dlugosé najdtuzszej serii ortéw. Wypisaé wszystkie
zdarzenia elementarne w opisanym doswiadczeniu. Wyznaczyé:

a) rozklad dwuwymiarowej zmiennej losowej (X, Y),

b) rozklady brzegowe poszczegdlnych zmiennych i ich warto$ci przecietne,

c) rozklad zmiennej losowej Z i obliczy¢ przecigtng dlugosé najdluzszej serii oridw,

d) rozklad dwuwymiarowy zmiennej losowej (X, Z) oraz obliczyé P(X=3, Z<2).
(w ciagu elementéw dwéch rodzajéw kazdy maksymalny podciag elementéw jednego ro-

dzaju nazywamy serig).
lri smraAdlisra WerlAaosirasm

S.44. W 10-cio elementcwej par tii pewnego towaru sg 2 sztuki wadliwe. Wylosowano

bez zwrotu 2 sztuki. Niech zmienna losowa X przyjmuje wartosci réwne liczbie sztuk wadli-
wych wsrod 2 wylosowanych sztuk, Y zas przyjmuje warto$¢ 1, jesli pierwsza wylosowana
sztuka jest wadliwa, oraz 0O, jesli nie jest wadliwa.

a) Wyznaczy¢ rozklad dwuwymiarowej zmiennej losowej (X, Y).

b) Zbada¢ czy zmienne losowe X i Y sg niezalezne,

¢) Obliczyé E(X[y=1) i DX |y=1).

d) Obliczy¢ P(X+ Y=2) oraz E(X+7Y).
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5.45. Dobraé tak stala ¢, by funkcja

_Jexy(2=x-y) dla 0<x<l, 0<y<l,
fx, y)—{ 0 dla pozostalych (x, y)

byla gestoscia dwuwymiarowej zmiennej losowej (X, ¥). Wyznaczy¢:

a) jej dystrybuante, b) zbada¢ czy zmienne losowe X, Y sa niezalezne, c) wyzna-
czyé f(y}x).

5.46. Dwuwymiarowa zmienna losowa (X, ¥) ma rozklad o ggstosci:

e y)={%(x+y)e""‘+” dla  x30, y>0,
’ 0 dla pozostalych (x, y).
Wyznaczy¢: a) dystrybuante tej zmiennej, b) P(JX|<1, |Y|[>1), c¢) rozklad brzegowy
zmiennej losowej X,

5.47. Koszt K pewne] operacji jest wprost proporcjonalny do kwadratu catkowitego
czasu jej zakonczenia. Operacja jest dwuetapowa, przy czym czasy X zakoficzenia pierw-
szego etapu oraz Y drugiego etapu s3a zmiennymi losowymi skorelowanymi o wartosciach
przecigtnych: EX=a;, EY=a,, wariancjach D2X=¢2, D*Y=03 oraz wspdlczynniku ko-
relacji p. Obliczyé wartos¢ przecigtng kosztu X.

5.48. Dwuwymiarowa zmienna losowa (X, ¥) ma rozklad réwnomierny, tj. o stalej
gestosci w obszarze D={(x, y): 0<x<2A0<y<2—x]},

a) Wyznaczy¢ dystrybuante tego rozkiadu, b) obliczy¢ wspolczynnik korelacji.

5.49. Dwuwymiarowa zmienna losowa (X, Y) ma rozklad rownomierny w obszarze
ograniczonym osiami wspélrzednych oraz wykresem funkcji y=2cos 4x dla 0<x<m.
Wyznaczy¢ rozklad odleglosci losowego punktu (X, Y) plaszczyzny od osi odcigtych.

5.50. Rozmiary powodzi charakteryzuje si¢ za pomoca dwodch zmiennych: czasu
trwania powodzi X i catkowitych opadéw atmosferycznych Y. Niech f; bedzie gestoscia
zmiennej losowej X okre§lona wzorem:

c(x—2)* dla 2<x<7,
fix)={c(12—x)* dla 7<x<12,
0 dla pozostalych x.
Wyznaczy¢ stala ¢, a nastgpnie wiedzgc, Ze

f(vl_x;):!‘} dla  dx—-1<y<ix+2,
JMITT10  dla pozostalych y,

wyznaczy¢ gesto$¢ dwuwymiarowe] zmiennej losowej (X, Y).
5.51. Dwuwymiarowa zmienna losowa (X, Y) ma rozklad normalny o gestosci:

fx, y)=cexp[—3(x*—3xy+1yD)].

Wyznaczy¢ stalg ¢ oraz réwnanie linii regresji I-go rodzaju zmiennej losowej Y wzgledem X.
5.52. Dwuwymiarowa zmienna losowa (X, Y) ma rozktad o ggstosci:

1
fx, y)=ﬁexp[-% x50,
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a) Zbada¢ czy zmienne losowe X, Y sa niezalezne.

b) Obliczy¢ P(—1<X<2,0<¥Y<3).

¢) Obliczy¢ P[(X, Y)e D), gdzie D={(x,y): x*+,5°<1}.

3.53. Zmienna losowa (X, ¥) ma dwuwymiarowy rozklad normalny o parametrach:
=2, u=1,0,=1,5, ¢,=0,8, p=0,6. Podaé gestos¢ tego rozktadu oraz napisaé réwnanie
prostej regresji zmiennej losowej X wzgledem Y.

5.54. Niech X, Y beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o tym samym rozkladzie
N(m, g). Wyznaczy¢ wspélczynnik korelacji migdzy zmiennymi U= aX+bY, V=aX —bY,
a’+b2>0.

5.55. Wykaza¢, ze wariancja iloczynu dwéch niezaleznych zmiennych losowych X, Y
wyraza si¢ réwnoscig:

D¥(XY)=0262+ulc? +a7a

gdzie o, =EX, a,=EY, 0} =D?X, o2=D?Y,
5.56. Dwuwymiarowa zmienna losowa (X, ¥Y) ma rozklad o gestosci

: 5
Sf(x, y)=\2~%em[—%(x2+2xy+5y2)]-

a) Zbada¢ czy X i Y sa niezaleznymi zmiennymi losowymi.
b) Wyznaczyé rozklad prawdopodobieﬁstwa Zmiennej losowej Z=X+Y.

- — Vv v
p\ W"”“’"‘"y" gQStOSC h’tCuﬂ\d L.I.J.J.IUJ..III.UJ luauqu \u vV }, gdt.l"’ U=X+ V, V=X-Y.

5.57. Niech (X, Y) ma dwuwymiarowy rozklad normalny (5.4.1). Wykazaé, Ze zmienne
X—- Y- Y—
at! A , V= at sa niezalezne i Ze ich lgczna gestosé ma

losowe U= -
01\/1—02 o,V 1—p? o2

5.58. Wykazac, Ze wspotezynnik korelacji zmiennych losowych X i Y jest réwny ko-

L g : X—o; Y—u
wariancji odpowiednich standaryzowanych zmiennych losowych: L, 2.

0y 03

5.59. Niech X i Y beda dowolnymi zmiennymi losowymi oraz Z=aX+bY, W=cX+
+dY,

a) Wyznaczy¢ kowariancj¢ zmiennych Z, W za pomoca momentéw zmiennych X i Y.

b) Dobra¢ tak state a, b, ¢ i d, by zmienne Z, W byly nieskorelowane.

5.60. W konstrukcji budowlanej przedstawionej na rys. 5.23 calkowita deformacja
(rys. 5. .24) Y punktéw najwyzej potoZzonych jest suma deformacji na poszezegdlnych pietrach

WALV 1S AL AL gV Ol A VR LG UG pUSAVILE Vi il Yvais~as

X, 1 X, dzialajgcych niezaleznie od siebie. Zmienne losowe X, X, maja wartosci przecigtne
i wariancje odpowiednio réwne: «,, o7 i a,, oZ.

a) Znalez¢ wartos¢ przecigtna i wariancj¢ zmiennej losowej Y.

b) Przeprowadzi¢ dyskusje wspolczynnika korelacji zmiennych losowych Yi X, w przy-
padku, gdy o, jest duzo wigksze od ;.

¢) Wyznaczy¢ wspolezynnik korelacji zmiennych losowych Y 1 X5, jesti X, 1 X sg sko-
relowane o wspotczynniku korelacji p.
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I

Rys. 5.23. Konstrukcja budowlana niezdeformo- Rys. 5.24. Konstrukcja budowlana zdeformowa-
wana (zad. 35.60) na (zad. 5.60)

3.61. Odleglos¢ X budynku od epicentrum nast¢pnego trzesienia ziemi w promieniu
ro km jest zmienng losowa, ktora ma rozklad o gestosci:

2
fo={72"

1 0 dla pozostatych x.

dla 0<x<r,,

Intensywnos¢ trzgsienia ziemi (w stopniach skali Richtera) ma rozklad o gestosci:

29—y dla 5<y<09,
fn=4sP) y
0 dla pozostalych y.

Zakladajac, ze X i Y sa niezaleznymi zmiennymi losowymi obliczyé prawdopodobiefistwo,
Ze nastgpne trzgsienie ziemi bedzie o intensywnosci wigkszej niz 8, a jego epicentrum bedzie
leze¢ nie dalej niz w odlegtosci 37, od budynku.

5.62. Niech zmienne losowe X, Y beda sumami n nieskorelowanych zmiennych loso-
wych postacii X=X, +...+X+X, ., +...4+X,, Y=X,+..+X,+Y, . +...+ 7, da
I<k<n o jednakowych wartosciach przecigtnych EX 1=EY;=a 1 wariancjach D*X;=
=D*Y;=¢%dlai=1,...,n, j=k+1, ..., n. Wykazaé, ze wspolczynnik korelacji zmiennych
X, Y jest réwny k/n.

5.63. Niech zmienne losowe X, Y beda sumami skonczonej liczby nieskorelowanych
zmiennych losowych postaci: X=X, +...+X+ X, +...+X,, Y=X+...+X+
+ Yiy1+...+ Y, o jednakowej wartosci przecigtnej EX,=EY; =« i wariancji D2X,=
=D*Y;=0?dlai=1,...,n, I=k+1,...,m. Wykaza¢, Ze wspolczynnik korelacji zmiennych
losowych X, Y jest rowny k/\/ mn,

3.64. Wykazaé, Ze jesli wspolczynnik korelacji zmiennych losowych X i Y jest réwny p,
to wspolczynnik korelacji zmiennych losowych: U=aX+b, V=cY+d, gdzie a, b, ¢, d
stale rzeczywiste oraz ac#0, jest réwny p sign (ac).

3.65. Czas napelniania X pewnego zbiornika woda jest zmienna losowa o gestosci:

e  dla =0 A>0,
ro=1%, g

dla pozostalych x.
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Czas oprozniania Y tego zbiornika jest zmienna losowa o gestosci:

ve " dla =0, v>0,
f2(r)= { d

dla nn7ncfnlvch y.

Zakladajac, ze X' i Y sa niezaleZnymi zmiennymi losowymi wyznaczy¢ rozklad zmiennej
losowej Z=X-7Y.

5.66. X; i X, s3 niezaleZnymi zmiennymi losowymi o jednoparametrowych rozktadach
gamma:

[ xPiTle™  dla  x;>0,
fitey={F @) i=1

0 dia pozostatych x;,

X,
X +X,

5.67. X 1 Y sa niezaleZnymi, standaryzowanymi zmiennymi losowymi o rozkladzie
normalnym. Wyznaczy¢ rozklad zmiennej losowej Z=X2+ Y2,

5.68. Dwuwymiarowa zmienna losowa (X, Y) ma rozktad normalny o gestosci f(x, y)=
2’ 2 . 2

gdzie p;>0. Wyznaczy¢ gesto$é zmiennej losowe) Z=

i x* . L . :
2—exp( 7 ) Wyznaczy¢: a) gestos€¢ dwuwymiarowe] zmienne] losowej (R, D),
T

jesli X=Rcos®, Y=Rsin®, b) gesto§¢ rozkiadu brzegowego zmiennej losowej R

(tj. odlegtosci losowego punktu (X, Y) od poczatku ukladu wspétrzednych).

5.69. Badamy pewna parti¢ towaru o wadliwosci p. Liczbe elementéw wylosowana do
momentu trafienia na pierwsza sztuke wadliwa oznaczmy przez X, dodatkowa za$ liczbe
elementéw otrzymana do momentu wylosowania drugiej sztuki wadliwej przez Y. Zaklada-

Y sa niezaleznymi zmiennvmi losowvmi o 1ozkladach eseometrveznvch:

iar e Xi i

J*U, ‘-t LAAU‘-I“'.VHIJ AARLL u&“l‘l‘ll: AdLA AW WS TT J ALsd A v 3 A NS EIEL A VLA AW AR bvvu‘v UIJ vou waAL
P(X=x)=(1—-pY~'p, =xeN,
P(Y=y)=(1-p)’ 'p, yeN,

wyznaczyé rozklad sumy tych zmiennych: Z=X+Y.

5.70. Kazdy z dwodch odcinkéow o dlugosci a podzielono losowo wybranym punktem
na 2 czesci. Zakladajac, ze dhugosci krétszych czesci sa zmiennymi losowymi o rozkladzie
jednostajnym, obliczy¢ prawdopodobienistwo, Ze suma dtugosci krétszych odcinkdw spetnia
nieré6wnoéé: 1a<S<3a.

5.71. Dwuwymiarowa zmienna losowa (X, ¥) ma rozklad o gestosci:

1
_____xP"l(y—x)'—le—y dla O<x<y<w,
f(x,y)=3{I'(p)I(r)
0 dla pozostalych x, y,

gdzie p>0, r>0. Wyznaczy¢ rozklady brzegowe.
5.72. Niech X i Y begda niezaleznymi zmiennymi losowym o jednoparametrowych

rozkladach gamma postaci:



5.9. Zadania do rozwiazania 219

1
——xP7le™™  d] >0
fw=1rey” ° T T
L 0 dla pozostalych x,
—I—y"_o’se'y dla y>0
S2(y)=10(p+0,5) ’

0 dla pozostalych y.

Wyznaczy¢ gestos¢ zmiennej losowej: Z=2,/XY.
S.73. X 1 Y sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o gestosciach
(le™** dla x20, Ai>0,

f1(x)=i 0 dia pozostalych x,
dla 0<y<l1,

1
fz(}’)_{o dla pozostalych y.

Wyznaczy¢ rozklad sumy tych zmiennych Z=X4 Y.
5.74. Ggstos¢ dwuwymiarowej zmiennej losowej (X, Y)

(1 s 1. -
+y dila 0<x

A
F(x, y)—i 0 poza tym.

1
‘I‘)

J/a\
/Al

4 n
i, O

/A8

y

ObllbL]U wapuu.z._yuuln KUICldLJl Lybﬂ zmlenny(,n 1050wycn

5.75. Niech X bedzie wielkoscia zapotrzebowania na pewien towar, Y cena jednostki
tego towaru. Zakladamy, ze X i Y sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o gestosciach

odpowiednio réwnych:

1
dla 0<x<3, — dla 0<y<e,

(2% _
fix)= iO dla pozostalych x 1=y ¢
’ 0  dla pozostatych y,

gdzie ¢>0. a) Wyznaczy¢é rozklad prawdopodobieristwa zmiennej losowe] Z=XY,
b) obliczyé D?*Z.

5.76. X 1 Y sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozkladach prawdopodobienstwa:
P(X=0)=P(X= I)=% (rozklad dwupunktowy) oraz

Fy)= dla 0O<xy<l,
i() dla pozostalych y
(rozklad réwnomierny)., Wyznaczy¢ rozklad zmiennej losowej Z=X+7.

oW TNy 18C
5.77. Wektor losowy (X, Y, Z) ma rozklad o gestosci:

123 _
f(x’y’z)={12xyzexp[ (x+y+2)] dla x>0, y>0, z>0,
0 poza tym.

a) Wyznaczy¢ gestosci rozkladow brzegowych jednowymiarowych.
b) Zbada¢ czy zmienne losowe X, Y i Z sa niezalezne.
¢) Obliczy¢ E(Z | X=z, Y=y).
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5.78. Trojwymiarowa zmienna losowa (X, Y, Z2) ma rozklad réwnomierny w obszarze
V={(x,» 2): x*+y?*<4r0<zL1}.

a) Wyznaczy¢ gestos¢ rozktadu brzegowego zmiennej Z i obliczy¢ warto$¢ przecigtng
E(Z).

b) Wyznaczy¢ gestos¢ rozkltadu warunkowego f(x [ ¥, z), oraz obliczy¢ E(X I Y=y,

=1z),

¢) Napisaé¢ réwnanie powierzchni regresji f-go rodzaju zmiennej losowej X wzgledem
YiZ

5.79. W urnie znajduje si¢ 10 kul ponumerowanych od 1 do 10. Losujemy 3 razy po
jednej kuli ze zwrotem. Niech wartoscig zmiennej losowej X, i=1, 2, 3, bedzie numer kuli
wylosowanej za /-tym razem.

a) Wyznaczy¢ laczny rozklad zmiennych (X, X,, X3).

b) Obliczyé E(X7|X,=x,, X3=x3).

5.80. Rzucamy n razy kostka sze$cienng. Zmienna losowa X;, i=1, ..., n, przyjmuje
wartosci réwne liczbie oczek wyrzuconych za i-tym razem.

a) Wyznaczy¢ rozklad n-wymiarowej zmiennej losowej (X, ..., X,).

b) Obliczy¢ wariancje D2 (X X,|X5=xX3, ..., X,=x,).

5.81. Tréjwymiarowa zmienna losowa (X, Y, Z) ma rozklad normalny o zerowym
wektorze wartosci przeci¢tnych 1 macierzy kowariancji:

[7 3 27
M=|341]|.
212

a) Napisa¢ gestos¢ tego rozkladu.

b) Wyznaczyé réwnanie plaszczyzny regresji II-go rodzaju zmiennej ¥ wzgledem X'i Z.
c) Obliczy¢ warto$¢ przecigtng i wariancj¢ zmiennej losowej W=2X+2Z-Y.

5.82. Tréjwymiarowa zmienna losowa (X, Y, Z) ma rozklad o ggstosci:

f&x,y,2)= exp[—(x*+y*+31z*+xy+yz)].

1
(2m)

a) Wyznaczy¢ macierz kowariancji.
b) Obliczy¢ wspdlczynnik korelacji zmiennych Xi Y.
mar

5.83. Tréjwymiarowa zmienna losowa (X, Y, 2) rozklad o gestosci:

-

FG, Y, D)= —exp{~ 2 [6x2+4(y— 1)+ +2)*—2(y— 1) (z+2)1}.
4n~/ 61

a) Wyznaczy¢é macierz kowariancji.

b) Obliczyé E(YZ).

¢) Obliczyé E[Y(Y-2)].

5.84. Wyznaczy¢ wartos¢ przecigtng i wariancje sumy oczek wyrzuconych na » kostkach
szesciennych.
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5.85. Zmienna losowa (X, ¥, Z) ma trojwymiarowy rozkiad normalny o gestosci:
f(x,y,2)=cexp[—3(2x*+y*+3z7—2xy—2yz +4x2)].
Wyznaczy¢ stala ¢ oraz macierz kowariancji.

1
5.86. Niech zmienna losowa X ma rozklad N(O,\/—t_), 1>, Traktujgc parametr ¢

jako zmienng losowa o rozkladzie gamma o gestosci

dla >0,

’ 1 g~ 1i2,=12
g(t)={v2n

0 dla pozostalych ¢,

wyznaczy¢ rozklad zlozony z powyzszych rozktadow.

5.87. Czy mieszaning (3.2.2) dwéch rozktadéw typu ciaglego mozna traktowaé jako zlo-
Zenie rozkladéw (5.6.5)?

5.88. Pewien aparat elektroniczny dokonuje pomiaru pigciu réznych czaséw X, ..., Xs.
Zakladajac, Ze sa one niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowej gestosci Rayleigha
postaci

F(x)= {—}xe_"zls dla x>0,
0 dla pozostalych x,

obliczy¢ prawdopodobienstwo, ze max (X, ..., X5)>4.
5.89. Niech (X, ¥) ma rozklad réwnomierny (o stalej gestosci) w kole: x2+32<1,

Wyznaczy¢ rozklad dwuwymiarowej zmiennej losowe) (R, ®), gdzie R=vVX?+ Y2,
Y
d=arctg —-
X
5.90. X, Y sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowym rozktadzie wyktadni-
. ¢ L .
czym (2.8.7). Wykazad, ze zmienne X+ ¥, ¥ $3 niezaleznymi zmiennymi losowymi.
5.91. X, Y sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozkladzie y? z n, i n, stopniami swo-
X
body. Wykazaé, ze zmienne: X+ Y oraz—; sa niezalezne.

lm: T/ a 1.3

CZgsieczKi gazu sg niezaleznymi zmiennymi
T
m

s ] [a] J5 Pt DRSO 72 17 7 msrm A Ll
5.92. Skiadowe Fy, Vy, V' predkosci ¥

» gdzie k jest stalg Boltzmana, 7 — tem-
/

peraturg (w stopniach Kelwina) srodowiska, w ktérym znajduje si¢ czasteczka gazu, za$
u — masg czgsteczki. Wyznaczy¢ gestos¢ prawdopodobienistwa zmiennej losowej V=
=VI+Vi+V2i

5.93. Wykaza¢é, ze zmienna losowa Y = ZlX,Z, gdzie X; sa niezaleznymi zmiennymi lo-
sowymi o tym samym rozktadzie N(0, 1) (21.8.24), ma rozkiad x? o n stopniach swobody
(2.8.16).

losowymi o jednakowym rozkladzie N ( 0, \/ k
\ A

R

n
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5.94. Wykazaé, Ze jesli X, ..., Xy sa zmiennymi losowymi o jednakowych wartosciach
N

1
przecigtnych EX;=a dla i=1,..., N, to E(N—ZXi)za, niezaleznie od tego czy N jest

i=1
ustalong liczba naturalng, czy zmienng losowa dyskretna.
5.95. Obliczy¢ prawdopodobienstwo, e pierwiastki réwnania

x24+2Px+ Q=0
sq rzeczywiste, przy zaloZeniu, ze P i Q sa niezaleZnymi zmiennymi losowymi o rozkladzie
rownomiernym w przedziale {—a, ay badz {—b, b) odpowiednio.

Ndnoawiad7i
vtlllu YYAW S EID
X
Y 1 3
S5.41. a) 1 02 04 b) zalezne;
2 0,3 0,1

0 dla x<l1,
c) F(x)={-} dla 1<x<3, EX=2,
(1 dia x>3,
d) F(2,2)=0,2.
5.42. a) p=0,8;b) y—4,1=0,77 (x—3,7);
c) ,,krzywa” regresji I-go rodzaju jest tutaj zbiorem 5 punktow o wspoirzednych:
X E(lek), k=1,...,5: (3, 3,39, (3,5, 4,17), (4,4,27), (4,5, 4,81), (5, 4,83).
5.43. a)

X
Y 0 1 2 3 4 5
1
0 L 0 0 0 0 0
5 4 3 2 1
1 0 7 23 T 33 33
) 0 0 s 5 3 0
i 32 32 32
1
3 0 0 0 L 0 0
X; 0 1 2 3 4 5
b) | - c 1o 10 5 l 1 EX=25.
Pil 33 32 32 32 33 33
Vi 0 1 2 3
- 13 T3 T > EY=1,5.
Px 32 32 332 32
zi. 0 1 2 3 4 1 5
C) I 1 12 T1 5 2 I 1
Pl 33 3z 32 33 E¥] 32
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d)
X
Zx 0 1 2 3 4 5
0 = 0 0 0 0 0
1 0 = = = 0 0
2 0 0 = ~ = 0
3 0 0 0 = = 0
4 0 0 0 0 = 0
5 0 0 0 0 0 2
P(X=3,Z<2) =5+ m="05.
5.44. a)
X
b) X, Y zalezne
i 0 1 2 ) E(X|y=D=73
1’92(le=1)=,%'1,8
0 2 = 0 d) P(X+Y=2)=
E(X+Y)=0,6.
1 0 18 2
a - 90 90
5.45. c=6.
x*y’(3—x—y) dla 0<x<1AO0<y<li,
x%(2—x) dla O<x<lay>1,
a) F(x, y)={y*(2—-y) dla x>1A0<y<1,
1 dla x>1Ay>1,
0 dla pozostatych (x, y);

xr

b) zmienne losowe X, Y sg zalezne;

2 x—
J6y V4 osyst,

g OSIx\S.lJ [ 0 -
poza tym.
5.46.
a) F(x, y)= F(l—e[—(x+De *]+3(1 =™ [1-(y+1)e™ "] dla x>0, y>0,

0 dla pozostatych (x, y);
b) P(|X|<1, |Y]>1)=4(1-2e"2);

_J2e ¥ (x+1) dla x>0,
©) fl(x)_{ 0 dla pozostalych x.
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5.47. K=aT? T — calkowity czas zakoficzenia operacji, ¢ — wspotczynnik proporcjo-
nalnoéci, T=X+Y. EK=a(c?+0a’+0s+02+2pc,0,+20,,).
_ fc dla (x,y)eD,

5.48. Poniewaz f(x, y —10 poza, tym, Jfﬁ%' dxdy=1, przy czym
[fdxdy=|D|=2, wigc c=%, skad
D
3+ dla (x,y)eD,
ACE y)={0 poza tym.
(1xy dla 0<x<2A0<y<2-x,
Ixy—3(x+y—2)> dla 0<x<2A2—-x<y<2,
N . 13d-y)x dla 0<x<2Ay>2,
a) Flx, y)= 14—-y)y dla x>2Ay<2,
| dla x>2Ay>2,
‘ 0 dla pozostalych (x,¥);
b) ay=a,=2; oy=a,=v2 cov(X,V)=-L p=—1.
5.49.

£.(9)= tarccosiy dla 0<y<2,
2= 0 dla pozostalych y.

5.50. ¢=0,012. Nalezy rozpatrzy¢ dwa obszary, w ktérych f(x, y)#0:
Dy={(x,y): 2<x<TAlx—1<y<ix+2},

D,={(x,y): T<x<12Aaix—-1<y<ix+2},

mamy wowczas
0,004(x—2)* dla (x,y)eD,,
fx.»= {0,004(12—36)2 dla (x,y)eD,,
G dia pozostatych (x, y).
1
5.51. c=5—r> réwnanie linii regresji y=x.
2n./3

5.52. a) X, Y niezalezne o rozkladach odpowiednio N(0,2) i N(O, 5);
b) P(—1<X<2,0<Y<3)=P(-3<3X<1)P(0<iY<0,6)=[P(1)+D(3)—-1]{P(0,6)—
—@(0)]=0,1208 z tablic rozkiadu N(0, 1);

c) P[(X, Y)eD]= rr—exof—l(ﬂc +n Y1dxdy po zamianie zmiennych x=

=2rcos ¢, y=2rsin ¢,

J|= 10r, D={(r, 9): O<r<1A0<p<2n}

1 2r

1 2
PI(X, Y)eD]=2——J‘(J.re_' lquo)dr=l—e_”2.
T
o ©

1 [(x-2)* —1)?
CXP{_E_S[( 2’25) —(x—2)(y—1)+(y0,64) ]}, réwnanie pro-

9271
stej regresji: x—2=1,125(y—1).
554, p,,=(a’—b?)[(a*+b?).
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5.55. D*(XY)=E(XY)’-E*XY)=E(X)E(Y)—alai=(0? +ad) (03 +ad)—alai =
= afag + afag +a§of.

nej losowej Z jest okreslona wzorem
[-+]

g(z)= ff(x,z—x)dx=—1;exp(~§z2); c) h(u,v)=1—exp[—i(2u2—2uo+vz)].
Van 2r
5.57. Zastosowaé wzér (5.2.5).
N (X—o, Y—a,)\ _‘I"X—a!Y—ag'l_E(X—a.l)(Y—czz) cov(X,Y)
* \ o, o, =5 o, o5 | 010, 0,0, =p

5.59. a) cov(Z, W)=acD>X + bd D* Y +(ad+bc) cov(X, Y);

b) a,b,c,de R, warunki: 1) ad—bc#0, 2) ac ax+bday+(ad+bc)pxyaxo'y—0
Dzielac obustronnie przez of#0, otrzymujemy réwnanie kwadratowe wzgledem ilorazu
Ox : 0y >0; warunek rzeczywistosci 4=(ad+ bc)*p?—4dabcd >0 : jesli abcd<0, to zmienne
losowe Z, W zawsze sa nieskorelowane przy dodatkowym spelnieniu warunkow 1) i 2)

jesli zas$ abed >0, to do warunkéw 1), 2) nalezy dolac aczyé warunki 2v/ a /}ad+b ig{ }
ad+be#0.

5.60. a) Y=X,+X,, EY=a,+a,, D*Y=c¢?+02;

b) cov (Y, X,)=E(YX,)—(EY) (EX2)=E(X,+ X2) X, — (@, +o,)a, = E(X, X,) +

+E(X3)—a 0, — a3 =000, + a2 toal-o,—ai=02, p= = jesli o, jest duzo wigksze

\/‘71+ g,
od g4, to px1;
2 2 2,4
c) cov (Y, Xo)=E[(X;+ X, —a; — 2) (X2, @3)]=po16,+0; — D*Y =0} +03+2poa,,
poy+o,
pYX:
\/a, +cr.,+200', o,

rof2 9

5.61. P(X<ir,, Y>8)= J[J‘ 2x54(9 ¥) d}’]dx"_s

5. 62 EX=EY= =na, DZX = D2 Y=no? (zmienne nieskorelowane) cov(X, Y)=
“‘E[Z(X; —a) Z(Yj a)]= Z ZE(X —a)(Y;—0)=ko® +(n*—k)cov(X;, Y))=ko?,
i=1j=1 inyg
k 0'2 k
no n

5.63. EX—nac, EY—ma, DZX—na, DZY—ma
E(XY)= 2 EX?+ 2 2 EX,EY,+ Z Z EX,EX;+ 2 EX,EX,+

i=1 I=k+1 i=1 j=k+1 i#f

+ Z Z EX;EY,= ZEX2+k(m k)a? +k(n—k)o® +k(k—1)o® +

Jj=k+1 I=k+1

+(n—k)(m—k)a?,

15 Rachunek prawdopodobiefistwa
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z EX""ka k

Pxy= )
o \/mna \/mn

w szczegolnosci gdy n=m, otrzymujemy wynik zadania poprzedniego.
cov(aX+b,cY+d)
JD*aX+b)D(cY +d)
E(aX+ b)(cY+d)—(aEX +b)(cEY +d) ac[E(XY)—(EX) (EY)]
|ac|V/D?XD*Y lac| VD?XD?Y
5.65. Wyznaczamy dystrybuantg zmiennej losowej Z=X-Y, G(@)=P(Z<z)=
=P(X-Y<2) =Ij;}f}.ve""e""’ dx dy.

5.64. pxy=p, Pu=

psign(ac).

/ 0 X /
Rys. 5.25. Obszar D,={(x,): x=0Ay=x—z} Rys. 5.26. Obszar D,={(x,y): y=20A0<x<z+y}

(odp. do zad. 5.65) {odp. do zad. 5.65)

Nalezy rozpatrzy¢ dwa przypadki:

PRV . S SN . S (7 SUSIDIN GRS N . SUNEE SIS R SR S, V-4 Y
1) z<0, wowczas D,=(X, y): X2UAy=2x—2z; (IyS. 3.43)

—ae — A
G(z)=ivf(je Aemvd )dx=—e",
v
0 x-z
N o whwomae D — v 1Y uSN AN verul 2l fouve & V5)
L) &z=VUy WUWLLAD L5, 1\ Ay J ) JVZVAVUSIAY T 45 \L)De JoLV)
w z+y
v
G(z)=4v [( re"x """dx\dy=1=-—--—e'”
J\J / Aty
o 0
s o : . X,
5.66. W gestosci f zmiennej (X, X;) wykonaé zamian¢ zmiennych: Z =3 X
1 2

X=X((5.2.5).

— 71 -2)*"1 dla O<z<l1,
f(z2)=1B(py, P2)

LN

0 dla pozostalych z.
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5.67. f(2)= Je™*? dla z2>0 (rozklad x* z k=2 stopniami swobody,
o Lo dla pozostalych z (jest to jednoczesnie rozklad wyktadniczy).

(1 . Co .
—re "7 dl >0, 0<p<2n,
5.68. a) k(r, @)= 21rre ar psen
0 dla pozostalych (r, ¢);
b) k,(r) jest gestoscia rozktadu Rayleigha (2.8.29).

569. Z=X+Y, to P(Z=z)=) p(X=x)p,(Y=z—Xx) u nas

p(X=x)=pg*"', xeN, p,(Y=y)=pg’ !, yeN.

z—1

P(Z=2)= ¥ pq""'pq" " =0 ¥ ¢ =P -0 222,30,

x=1
poniewaz I<y=ypy=z—x= I<x<z—-1.
a/2 3a/4

1 3 4 4 4 1 3
5.70. P _‘i‘asssza = ?de"f* —a—zx-l-—a— dx:l-—-z—=_4—

a/4 a2

Rozklad sumy dwdch niezaleznych zmiennych losowych o rozkladzie réwnomiernym

((2.8.3) przy a=0, b=1) (rys. 6.2), jest to rozkiad Simpsona.

( xP~1 K Pl
571 fi(x)= J,Tpﬁ:mje“”(y—x)"‘dy= o 2 x>0
) 0 dla pozostatych x,
[ - .
f(y)= WJ xp_l(y_x)r_ldx:fmy”'_’e_” dla y>0,
0 0 dla pozostatych y.
572, f(z)= ,?(12—1;)"22”“13” dla  z>0,

0 dla pozostatych z,
a wigc jest to réwniez rozklad gamma o parametrze 2p.
5.73.
{ 0 dla z<0,
f(z)={ 1—e™  dla  0<z<l,
e *e*—1) dla z>1.

=1 .1 __ 1
3.74. p=—123 " 143= 11

2
5.75. a) F(z2)=P(Z<z)=P(XY<z)= f f % x dx dy, gdzie obszar D (rys. 5.27)
D

dla0<z<3e,
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Rys. 5.27. Odpowiedz do zadania 5.75

(@]
m|N
w

0 dla z<0,
F(z)= % o dla 0<z<3e,

1 dla z>3e¢;
b) D*Z=1¢>.

(0 dla z<0,
5.76. F(z)={4z dla 0<z<g2,
1 dla z>2.

xe_ * dla X > 0 ’
5.77. a) fi(x)= { 0 dla pozostalych x,

_ .&yze Y dla y>0,
f2(y) _{ 0 dla pozostatych y,

_ %Zse—z dla Z>Os
13(2) _{ 0 dla pozostatych z.

b) A S,y 2)=f(x)1f:(0)f:2), a wigc X, Y, Z niezaleine;

(x,y,z)e R3
¢) z niezalezno§ci zmiennych X, Y, Z wynika, 2e E(Z|X=x, Y=y)=E(Z)=
=} | z% *dz=4.
0

5.78. a) Obszar V jest walcem obrotowym o wysokosci A=1 i promieniu podstawy
r=2, skad jego objetos¢ |V|=4n oraz gestosé

1
f(%y,z):!;,} dla (x,y,2)eV,
lo  dia pozostatych (x, y, z),

fi(2)= 1 dla 0O<z«1,
"Z7=30  dla pozostalych z,

E(Z)=4%;
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b) stosujemy wzor (5.8.11):

L dla  —Ja—y?<x<J4=3?
f(x|y, 2)=12v/4—»
0 dla pozostatych x,

z symetrii tego rozkladu wzgledem x=0 wynika bez obliczania, 2Ze
E(X|Y=y,Z=2)=0.

c) Powierzchnia regresji I-go rodzaju zmiennej X wzgledem Y i Z jest w tym przypadku
plaszczyzna OYZ, a wigc ma rownanie: x=0.
579.a) A P(Xi=k)=% dla k=1, ..., 10,

i=1,2,3

1
P(X1=k,X2=j,X3=r)=W dla k,j,r=1,..,10;

10
b) E(XZIXZ'"xZ’ Xs—xs)—‘% Z

1
580.a) A PX;= xi)—-— dla x;=1,...,6, P(X;=x%y, ..., X,=X,)=—,
i=1,..,n

an emiacnlabacrians maancaaesereral Tom s an 2

Xt - ooq LIVZalVZllylll Llliviillyliil 1uauwyuu,

b) DX, X, | X3=x3,..., X,=%,)=D*X , X,;)=E(X}) E(X})—(EX,)(EX,)*=
=) —(%)?=179,97.

5.81. a) Macierz odwrotna do macierzy kowariancji jest:

[ 7 —4 -5]
M= 1-4 10 —1
-5 -1 19

1 1
f(x, ¥, 2)=(—6n7/—2-exp|:—§2(7x2-—-8xy—10xz—2yz+10y2+19zz)] .

5 4
.o 21
b) Rownanie plaszczyzny regresji y=a,, X+ a,az, gdzie )y =——f =1, Gy3=
[ M2, 10
23

=———=—, skad y=0,4x+0,1z;

M3, 10 ’ e

¢) EW=2EX+EZ—EY=0, D*W=EQX+Z-Y)=E(4X*4Z*4+Y*14XZ—

—2ZY —4XY)=4D*X +D*Y +D*Z+4cov(X, Z)—2cov(Z, Y)—4cov(X, Y)=28.
5.82. Macierz kowariancji jest macierza odwrotna do macierzy:
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1 1
f(x,y, z)=(—-2753,—zcxp[—7(2x2+2y2+zz+2xy+2yz):| ,

1 -1 1
M=|-1 2 -2};

skad

1 -2 3
b) cov(X,Y) 1
p R e —
NS TN
1 0 0}
5.83. a) M=|0 2 2]|;
028
b) cov (¥, 2)=2, E(X)=0, E(Y)=1, E(Z)=-2, E(YZ)~EY EZ=2, skad E(YZ)=0,
¢) EY(Y-2)=E(Y})—E(YZ)=D*Y+(EY)?=2+1=3,

5.84. Niech X, oznaczaliczbe wyrzuconych oczek na i-tej kostce i=1, ..., n. X; sa nie-

n n n
zalenymi zmiennymi losowymi. E . X;= Y EX; oraz D* } X,= Y D?X,. Ponie-
i=1 i=1 i=1 1

i=1

6 6 n
waz EXi=%k_Zl k=3,5, za$ szi=gkzjl k*—3,52=22 wiec E(;1 X,)=3,5n,

D? (i: X)=2n.

i=1

. 21 —1
585 c=-—, M=| 12 o
(2m) ~10 1

5.86. Korzystajac ze wzoru (5.6.4), otrzymuje si¢ gestosé rozktadu Cauchy’ego

T

5.87. Tak; jako zloZenie rozkladu o ggstosci f(x]t), ktérej parametr 7 podlega rozkiado-
wi dwupunktowemu, tzn. P(T=t)=p,>0, P(T=1,)=p,>0, przy czym p,+p,=1,
wowcezas f; (x)=f(x|t,) oraz f(x|t;)=1>(x).

5.88. Niech Y=max (X}, ..., Xs), to P(Y>4)=1-P(Y<4)=1—-P(X . <4A...AX5<

4
<4)=1-[} [ xe " PdxP=1-(1—e"1?)°.
0

5.89. Zauwazmy, Z¢ X=R cos @, Y=R sin @ oraz |J|=R. Gestos¢ g zmiennej losowej
(R, ®) jest postaci:
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5.90. Ggstosé f dwuwymiarowej zmiennej losowej (X, Y) jest okreslona wzorem:

[—l—exp(-—- \ dla x>0, y>0,

0 dla pozostatych (x, y);

£ AN
JAAS V)=

X
oznaczajagc U=X+7, V=_f i korzystajac z (5.2.5), otrzymujemy gesto$é k dwuwy-
miarowej zmiennej (U, V):

1 u 1
k(u,u):‘ﬁuBXP(—T)(U+l)z dla u>0, v>0,
0 dla pozostalych (u,v).

Zauwaimy, Ze jest ona iloczynem ge¢stosci ky, k, rozkladdéw brzegowych
[ 1 u
ky(u)= Azuexp( 7) dla u>0,
{ 0 dla pozostalych u,
[ 1
AORS ey
0 dia pozostaltych v,

dla v>0,

a wigc U i1 V sg niezaleznymi zmiennymi losowyml.

5.91. Laczna gestosé dwuwymiarowej zmiennej losowej (X, Y) jest okreSlona wzorem:

1
xmi2=lymi2=le N2 dla x>0, y>0,
fx, y)=[ 2042 P4y Y M (3n,) y ¥
| 0 dla pozostalych (x, y).
Stosujac zamiang zmiennych jak w zad. 5.90, otrzymamy gesto$¢ tacznej zmiennej (U, V),
. .
gdzie U=X+1Y%, V=? postaci:
r(n1+n2—2)
1 yrtne=2)2-1,-u, 2 ymiz-i
g@u, )= (m+n2=2\ 2E TR () T (dng) (T o)™ 70772
N2 ) dla u>0, >0,
0 dla pozostalych (u, v).

Zauwazmy, e dla kazdego (u, v) € R? jest ona iloczynem gestoéci rozkladow brzegowych,
a wigc U i V s3 niezaleZnymi zmiennymi losowymi.

2 2
T 52,-v3(2a%)
592, k(v)= 03\/,}” € dla v>0,
0 dla pozostalych v,

T
gdzie o= \/ k — . Jest to gesto$é rozkladu Maxwella (2.8.31).
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5.93. Stosujac wzor (2.5.3) wykazujemy, Ze zmienne losowe Z,=X? dla i=1,...,n
majg rozklad gamma (2.8.12) o parametrach p=4, A=2, a nastgpnie korzystajac z twier-

dzenia o dodawaniu (zad. 4.5) wzgledem parametru p, otrzymujemy gestosé k£ zmiennej lo-
sowej Y postaci:

1
e — L Lk - dl 0
k(y)= Z"IZF(‘}H)y exp(—1y) a y=>U,
0 dla y<o0,

jest to gestos¢ rozktadu y? z n stopniami swobody.
5.94. 1) Dla ustalonego N wystarczy skorzystaé z wlasnosci wartosci przecigtne;.

2) Niech N bedzie zmienna losowa. Oznacz

ze wzoru: EX =E E(X|N), otrzymamy
EX=Y E(X|N=n)P(N=n)=
n=1

= ¢} n 1 a0 1 [+ ¢}
=) P(N=n)) —EX;=) P(N=n)—no=a) P(N=n)=u.
n=1 i=1 h n=1 n n=1
5.95. Niech 4 oznacza zdarzenie polegajace na tym, Ze pierwiastki rownania x2 +2Px+
+ Q=0 s rzeczywiste. P(4)=P(4=20)=P(P?*=Q).
Z

patrzmy dwa przypadki:
r o r o

1) b<a? (rys. 5.28)

2 Jb
P(A)y=1—— dpdg=1-— >
(4) 4abff peq 3a
D

gdzie D={(p, q): 0<g<bA0<p<./q};
2) b>a® (rys. 5.29)

2 1 a?
P(A)=1—~[‘rdpdq=—+a »
4ab | ] 2 6b

D;

gdzie D;={(p, 9): 0<p<anp*<qg<b}.

Rys. 5.28, 5.29. Odpowiedz do zadania 5.95



TWIERDZENIA
GRANICZAE

Niech (X,) bgdzie ciagiem zmiennych losowych (ciagiem losowym). Rozwazmy odpo-
wiadajace mu: 1) cigg funkcji prawdopodobiefistwa P,(x)=P(X,=x), i € N, w przypadku
zmiennych losowych dyskretnych albo ciag gestosci (f,(x)) w przypadku zmiennych lo-
sowych typu ciaglego oraz 2) ciag dystrybuant (F,(x)). Twierdzenia graniczne, a wigc przy
n—c0, dotyczace zbieznosci grupy 1) nazywamy twierdzeniami granicznymi lokalnymi,
a grupy 2) — iwierdzeniami granicznymi iniegrainymi.

Przykladem granicznego twierdzenia lokalnego jest twierdzenie (2.7.18) o zbieznosci
funkcji prawdopodobienstwa rozktadu Bernoulliego do funkcji prawdopodobiefistwa roz-
ktadu Poissona.

6.1. CENTRALNE TWIERDZENIA GRANICZNE

Wazniejsze znaczenie — szczegllnie w zastosowaniach — maja integralne twierdzenia
graniczne, do ktérych naleza prawa wielkich liczb rozwazone ponizej oraz szereg twier-

Amnd sennisacas, = Lt L oamrnl U S, T, . . S

Lenu 510111\/1-11’&11, L LlUlybll UU uaJWdLlllCJbLybu Udlc&y

CENTRALNE TWIERDZENIE GRANICZNE LINDEBERGA-LEVY'EGO. Jezeli {X,} jest losowym
ciqgiem niezaleznych zmiennych o jednakowym rozkladzie, o wartosci przecietnej a, i skosi-
czonej wariancji 6*>0, to cigg (F,) dystrybuant standaryzowanych $rednich arytmetycz-

A Y

n
v ] S A Y 2 . <V v
nych X, (albo — co na jedno wychodzi — standaryzowanych sum Y X))

yen

Y,= =t (6.1.1)

Jest zbieiny do dystrybuanty @ rozkladu N(0, 1):
y

1
lim F,,(y)=E f exp(—312)dt=d(y). (6.1.2)

n—+co
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Dowdd mozna znalezé np. w [12]. Nalezy tutaj podkresli¢ fakt, 2e zmienne losowe moga
mie¢ zaréwno rozklad dyskretny jak i typu ciaglego.

Ze wzoru (6.1.2) wynika, ze dla duzych n (w praktyce rzedu kilkunastu, co oczywiscie
zalezy od Zadanego przyblizenia) mozna stosowaé wzdér przyblizZony |

P(y;<Y,<y)m®(y)—2(y1),

(6.1.3)

gdzie @ oznacza dystrybuantg rozktadu N(O, 1).
Rysunki 6.1 - 6.4 przedstawiaja wykresy gesto$ci sumy » niezaleznych zmiennych loso-
wych o jednakowym rozkladzie réwnomiernym na przedziale (0,1) dla n=1,2,3,4.

n

Rys. 6.1. Gesto§é zmiennej losowej ¥, o rozkla-

dzie réwnomiernvm skoncentrowanvm na {0, 1)
miernym skoncentrowanym na (U, 1)

y=f{x}

- ‘ >
~
(7

bs ] e
£ A

Rys. 6.2. Gesto$¢ f sumy Y,=X,+ X, nieza-

leznveh zmiennveh lacowveh o tvm carhvy
wznycen zmiennycn 0sowyehh ¢ tym

wy
samym
rozkladzie rownomiernym na <0, 1>

Rys. 6.3, Gesto$é f sumy Ya=X;+ X+ X,
niezaleznych zmiennych losowych o tym sa-

\_’ mym rozkladzie rownomiernym na {0, 1)
1

0 1 2 3 x
y
11
y=Ffx)
l | L | 5
0 1 2 3 L x

Rys. 6.4. Gesto§é fsumy Y=X,; + X, + X5+ X, niezaleznych zmiennych losowych o tym samym rozkla-

P P PR Y- e S 2 L TR AN
ULZIC IUWHULLIICLILYIL lia \V, 1)



6.1. Centralne twierdzenia graniczne 235

ZADANIE 6.1. Losowy blad pomiaru pewnej wielko$ci ma rozklad o wartosci przecigtne;j
a, =0 (brak bledu systematycznego) i odchyleniu standardowym 0,08. Obliczyé prawdopo-
dobijefistwo, Ze blad $redniej arytmetycznej 100 pomiaréw nie przekroczy (co do wartosci
bezwzglednej) O, 1.

Rozwiagzanie. Oznaczamy losowy blad przez X, i=1, ..., 100. Na podstawie przybli-
Zonego wzoru (6.1.3) mamy

0,1 0,1

P(x 0,)=P| —
(X 100| <0.1) 0.08 0,08

n
sowych o tym samym rozkladzie zero-jedynkowym (2.7.5) i oznaczajac S,= ) X,, otrzy-
k=1

mujemy:

INTEGRALNE TWIERDZENIE MOIVRE’A-LAPLACE’A. JeSli (S,) jest ciqgiem zmiennych loso-
wych o rozkfadzie dwumianowym (2.1.7) z parametrami (n, p), 0<p<1 (a wiec o wartosci
przecietnej ES,=np i wariancji VarS,=npq) oraz Y, jest ciqgiem standaryzowanych
zmiennych losowych:

Snunp

to dla kazdej pary wartosci y, <y, zachodzi wzdr:

S, —
lim P(y1< i

n—ow \‘/_rgnn
I gl §

<yz)=d5(yz)— D(y1). (6.1.4)

6.1.1. Zadania rozwigzane.

ZADANIE 6.2. Prawdopodobieiistwo, Ze w czasie T przestanie swiecié jedna zaréwka jest
réwne 0,1. Obliczy¢ prawdopodobienstwo, ze w czasie T sposrod 100 przestanie §wiecié
od 7 do 19 zaréwek przy zaloZeniu, Zze Zarowki przepalaja si¢ niezaleZnie.

Rozwigzanie. Niech S, bedzie liczba Z2aréwek sposrdéd stu, ktére w ciagu czasu T
przestaly $wiecié: ES,g0=np=10, D?S,00=npg=10-0,9=9.

Korzystamy ze wzoru (6.1.4). Poniewaz jednak dla zmiennejlosowej ciagtej X zachodzi np.
réwno$é P(a< X <b)=P(a< X<b), ktéra dla zmiennych skokowych ogdlnie nie zachodzi,

wigc w przypadku rozkladu dwumianowego (a wigc skokowego) przy a, b catkowitych nie-
ujemnych postgpuje si¢ zazwyczaj nastepujaco:

a—0,5—np b+0,5—np)

—:—<)’n<———"_ =
\/npq \/npq
=¢(b+0/’5_"17)_(p a—0,5—np ‘

vnipg J/ N wvapg J

P(aS.S,,sb)=P(a-—0,5<S,,<b+0,5)=P(
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W zadaniu mamy:

6,5—10 19,5—10)

P(7<smo<19)=P(6,5<smo<19,5)=P( <Yi00<—

9,5 3,5
~ «p( . ) - qs(— : ): ®B3,17) + ¢(1,17) — 1 = 0,8783.

ZADANIE 6.3. W centrali telefonicznej znajduje si¢ » linii dzialajgcych niezaleznie. Praw-
dopodobienstwo, ze dowolna ustalona linia jest zajeta, jest réwne 0,1. Jakie powinno by¢ »,
aby prawdopodobienistwo tego, Ze co najmniej 7 linii jest zajetych byto réwne 0,95?

Rozwiazanie. Liczba linii zajgtych jest zmienng losowa S, o rozkladzie dwumiano-
wym z parametrami: n, p=0,1. Korzystajac z tw. Moivre’a-Laplace’a dobieramy n tak,
aby zachodzila réwnosé¢

P(S,=0,07n)=0,95.
Zauwazmy, 2e ES,=0,1n oraz D?X,=0,1-0,9n, skad odchylenie standardowe: a=0,3JH.
Standaryzujac zmienna losowa S,, otrzymamy
( 0,077 —0, ln)
Ply,> =
\ 0 3 V 3

a po przejsciu do granicznego rozkladu normalnego:
1—-®(—0,1,/n)~0,95, &(0,1,/n)~0,95.

Dla wartosci dystrybuanty rozkiadu N (0, 1) rownej 0,95 odczytujemy z tablic liczbowa

warto$¢ argumentu B
0,1./n~1,64, n=~26896.

W centrali telefonicznej powinny byé co najmniej 269 linii.

6.2. PRAWA WIELKICH LICZB

Niech (X,) bedzie ciagiem zmiennych losowych, dla ktérych EX;=u,<oo dla ie N
oraz

>£)=0, (6.2.1)

to méwimy, Ze dla tego ciagu zachodzi slabe prawo wielkich liczb. Méwimy réwniez, Ze
X,— EX,—~0 wedlug prawdopodobieristwa (stochastycznie, wedlug miary P), co zapisujemy

X,— EX,50. W przypadku, gdy przy tym samym zaloZeniu
P[lim (X,—EX,)=0]=1, (6.2.2)

n—+on
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»

wtedy mowimy, e dla losowego ciagu (X,) zachodzi mocne prawo wielkich liczb, a zbiezno$é
X,— EX,—0 wyrazong wzorem (6.2.2) nazywamy zhiesnosciq z prawdopodobtenstwem 1

(prawie na pewno, prawie wszedzie P), co bedziemy zapisywali X,,—-EX,,——»O.

Pierwsze prawo wielkich liczb (stabe) dla ciagu (X,) zmiennych losowych o tych samych
rozkladach zero-jedynkowych udowodnit Bernoulli (1713 r.). Znacznie silniejsze wyniki
osiaggnal Kolmogorow: Mocne prawo wielkich liczb Kolmogorowa (I). Dla losowego ciggu
(X,) o wspdlnie ograniczonych wariancjach (D2X,<C, i € N) zachodzi mocne prawo wiel-
kich liczb.

ZADANIE 6.4. Wykazag, Ze jeSli w ciagu n niezaleznych doswiadczen prawdopodobien-
stwo zajscia zdarzenia 4 w i-tym doswiadczeniu jest rowne p,, to

S 1 x
Pl lim | —=—— J=01=1,
I:n-l»rg(n nigip') :l

gdzie S, oznacza liczbg zaj$¢ zdarzenia A w pierwszych n doswiadczeniach.
Rozwiazanie. S,= ) X;, gdzie P(X;=1)=p,, P(X;=0)=1-—p,, skad EX,=p,,
i=1

D*X;=p,(1—p,)<%, a wigc sa spelnione zaloZenia twierdzenia Kolmogorowa, prawdziwy
jest wigc wzor (6.2.2). Wykazalismy wigc, Ze mocne prawo wielkich liczb zachodzi m. in.
dla schematu Poissona.

W dalszych badaniach okazalo si¢, Ze mocne prawo wielkich liczb moZe zachodzié bez
zalozenia o ograniczonosci wariancji, a nawet bez jej istnienia, przy przyjeciu jednak zalo-
Zzenia o jednakowym rozkladzie i niezaleZno$ci zmiennych.

MoOCNE PRAWO WIELKICH LICZB KOLMOGOROWA (11). Warunkiem koniecznym i wystar-
czajqcym zachodzenia mocnego prawa wielkich liczb dla ciqgu (X,) niezaleinych zmiennych
losowych o jednakowym rozkladzie jest istnienie skonczonej wartosci oczekiwanej E(X))=m
dia ie N.

Dowoéd znajduje sie w [9].

ZADANIE 6.5. Niezalezne zmienne losowe X, i € IV, majg ten sam rozklad prawdopodo-
bieAstwa P(X;=2%=0,8-0,2" dla ke N,, i € N. Czy dla tego ciagu zachodzi mocne prawo
wielkich liczb Kolmogorowa?

[= ] a0 1
Rozwiazanie. Obliczamy EX,= ) 2*:0,8:0,2=0,8) 0,4*=0,8 ——=%. A wigc

k=0 k=0 1-0,
zachodzi wzoér _
P[lim (X,—%)=0]=1

n—*o

6.3. ZADANIA DO ROZWIAZANIA

6.6. W pewnym magazynie znajduje si¢ towar o przeci¢tnej wadliwosci 0,1. Korzystajac
z twierdzenia Moivre’a Laplace’a, obliczy¢ prawdopodobienstwo, ze wsrod losowo wy-
branych 100 sztuk towaru procent sztuk wadliwych rézni si¢ od 10 o co najwyzej 0,15,
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6.7. W urnie znajduje si¢ 36 kul biatych i 64 czarnych. Losujemy kule po jednej ze zwra-
caniem. Ile losowan nalezy dokonad, aby prawdopodobieristwo tego, Ze czgsto$¢ otrzymy-
wania kuli bialej rézni si¢ od 0,36 o co najmniej 0,12 bylo réwne 0,1?

i aruni i iasi iak iact daltonista. Obliczvé d da
6.8. W pewnej grupie ludzi co dziesigty czlowiek jest daltonistg. Obliczyé prawdopodo-

bienstwo, ze wéréd 100 losowo wybranych ludzi bedzie od 5 do 12 daltonistéw.

6.9. W zajezdni znajduje si¢ 200 autobuséw. Prawdopodobieristwo, ze losowo wybrany
autobus jest sprawny do jazdy wynosi 0,7. Obliczy¢ prawdopodobiefistwo, ze w losowo wy-
branej chwili co najmniej 160 autobuséw jest sprawnych.

6.10. W pewnej szkole uczy si¢ 500 dzieci. Prawdopodobienstwo, ze losowo wybrany
uczefl ma co najmniej jedng dwojke jest réwne 0,1. Obliczyé prawdopodobiefistwo, Ze w tej
szkole liczba dzieci, ktére maja co najmniej jedna dwojke rézni sie od 50 0 co najwy-
zej 10.

6.11. Urzadzenie sklada si¢ z n elementéw. Urzadzenie pracuje, jesli co najmniej 70%,
elementéw jest sprawnych. Prawdopodobienistwo awarii jednego elementu jest réwne 0,2.
Jak duza powinna by¢ liczba elementéw, aby z prawdopodobienstwem 0,95 urzadzenie pra-
cowalo?

6.12. Strzelec trafia do celu z prawdopodobienistwem 0,5. Jakg liczbe strzaléw musi od-
da¢, aby prawdopodobiefistwo tego, Ze czgstosé trafienia do celu rézni sig od 0,5 o co naj-
wyzej 0,1 bylo réwne 0,95?

6.13. Niech X, ..., X,¢0 beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o tym
kladzie beta o gestodci f(x)=12x(1—x)? dla 0<x<]1. Obliczy¢ prawdopodob

...... ¥ Y
100

P(20< ¥ X;<30).
i=1

6.14. Niech X, ..., X,00 bgda niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozkladzie geo-
metrycznym: P(X,=i)=(3), gdzie ie N, k=1, ..., 200. Obliczyé prawdopodobienstwo,

. . o . At 71 AN
2¢ Srednia arytmetyczna tych zmiennych przyjmuje wartoici z przedziatu <1, 4).

6.15. Niech X7, ..., X}, ... beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowym roz-

. v o mriviel s Ar T A N N ) . U S
kladzie: P(X,=i)=%()'"", ie N, ke N. Wykaza¢ Ze dla zmiennej losowej Y,=— Y X,
n k=1
zachodzi mocne prawo wielkich liczb.
6.16. Niczalezne zmienne losowe X, ..., X,, .... podlegaja temu samemu rozktadowi

~1 1

prawdopodobieristwa: P ( X ,,=( - ))= —7 i, ke N. Sprawdzi¢ czy w tym przypadku za-
\ i/ <

chodzi twierdzenic Kolmogorowa.

6.17. Niech X, ..., X;, ... beda niezaleznymi zmiennymi iosowymi o rozkladzie Pois-
-1

e i
sona: P(X k=i)=—_'—, ie N, . Zbada¢ czy dla $redniej arytmetycznej Y,=— ) X, zacho-
i! n k=1

dzi a) mocne prawo wielkich liczb, b) centralne twierdzenie graniczne.

6.18. Dodajemy 10 000 liczb, kazda z nich jest zaokraglona z doktadnoscia do 107"
Zakladajac, Ze bledy zaokraglenia sg niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozkladzie réw-
nomiernym w przedziale (—%-107", 4-10™™), wyznaczyé przedzial, w ktérym z prawdo-
podobienstwem 0,99 bedzie si¢ zawierat blad sumy.
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6.19. Partia towaru zawiera 209 brakéw. Obliczy¢ prawdopodobienstwo, Ze w prébee
o licznosci: a) n=100 sztuk, b) n=400 sztuk, c¢) n=1600 sztuk. Stosunek £ ~ (gdzie k
jest liczba brakow) rézni sig od wadliwosci p partii nie wigcej niz o 0,02. Przedstawné obli-

czone prawdopodobienstwo za pomoca wykreséw odpowiednich gestoéci rozktadu nor-
malnego.

Odpowiedzi

—=0,1

k
6.6. P(

n
6.7. Nalezy wykona¢ co najmniej n>40 losowan.
6.8. P5<X<12)~d(0,67)+D(1,67)—1~0,7011.

<0,15)z2¢(5)—1z1.

6.9. P(X>160)~1—P(X <160)=1— di( 0,00097.

)
Va2
6.10. P(|x— 50|<10)~2<p( \/_) 1~0,8788.

6.11. Urzadzenie powinno si¢ sklada¢ z co najmniej n= 44 elemeniow.
6.12. n>96.

100

6.13. P(20< Y X;<30)~0, N EX;=%, D*X,=5; ((2.8.21)).

i=1 i=1,...,100

200

6.14. P{1<— Y X,;<4)~1, A  EX;=2, D*X;=2 ((2.6.30)i(2.6.31)).

200:=1 i=1,..., 200
6.15. E(X,)=3<o dla keN.

o f_ t

6.16. Tak, poniewaz E(X,)= Z =-lni dla keN.

6.17. a) Tak, poniewaz A E(X k) =1;
keN
b) tak, poniewaz A E(X,)=1i D*(X,)=1.
keN

6.18. Niech X,, k=1,...,10000 beda bledami zaokraglen poszczegélnych liczb, wtedy
—2m

1
dla rozkladu réwnomiernego w (—4:10™™, 1-10™™) EX, =0, D*X, =

((2.8.6)). Ozna-

10000 —2in

czamy Y= ) X,, wéwczas EY=0, D’Y=10000-——, a odchylenie standardowe
k=1 12

100-107™
Oy = T\BT— ,skad i z centralnego tw. granicznego mamy: P(

Oy

< y) =0,99, z tablic

102 m 102 m
rozkladu N(0, 1) odczytujemy y=2,58, a wi¢c blad sumy Y e( 2,58 —— W s +2,5 2 \/3 )

a w przyblizeniu Y e (—0,75-10*"™, 0,75-10%>"™).
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6.19. Skorzysta¢ z integralnego twierdzenia Moivre’a-Laplace’a.

k
a) P(——p S_0,02)=0,383; b) P( <0,02)=0,6826;
n

k
—=P
n

n

k
c) P( —=p <0,02)=0,9545 .
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242 Tablice
Tablica 2. Silnie 1 ich logarytmy
n nl:10¢  lognl=c+m n nt:10°  lognl=c+m n n:10°  lognl=c+m
1 1,0 0,000 00 41 3,345 25 49,524 43 81 5,797 13 120,763 21
2 2,0 0,301 03 42 1,405 01 51,147 68 82 4,753 64 122,677 03
3 6,0 0,778 15 43 6,041 53 52,781 15 83 3,94552 124,596 10
4 2,40 1,380 21 44 2,658 27 54,424 60 84 3,31424 126,520 38
5 1,20 2,079 18 45 1,196 22 56,077 81 85 281710 128,449 80
6 7,20 2,857 33 46 5,502 62 57,740 57 86 2,42271 130,384 30
7 5,040 3,702 43 47 2,586 23 59,412 67 87 2,10776 132,323 82
8 40320 4,605 52 48 1,241 39 61,093 91 88 1,854 83 134,268 30
9 3,628 80 5,559 76 49 6,082 82 62,784 10 89 1,650 80 136,217 69
10 3,628 80 6,559 76 50 3,041 41 64,483 07 90 1,48572 138,171 94
11 3,991 68 7,601 16 51 1,551 12 66,190 65 91 1,35200 140,13098
12 4,790 02 8,680 34 52 8,065 82 67,906 65 92 1,243 84 142,094 77
13 6,227 02 9,794 28 53 4,274 88 69,630 92 93 1,156 77 144,063 25
14 8,717 83 10,940 41 54 2,308 44 71,363 32 94 1,087 37 146,036 38
15 1,307 67 12,116 50 55 1,269 64 73,103 68 95 1,033 00 148,014 10
16 2,092 28 13,320 62 56 7,109 99 74,851 87 96 9,916 78 149,996 37
17 3,556 87 14,551 07 57 4,052 69 76,607 74 97 9,61928 151,983 14
18 6,402 37 15,806 34 58 2,350 56 78,371 17 98 9,426 89 153,974 37
19 1,216 45 17,085 09 59 1,386 83 80,142 02 99 9,33262 155,970 00
20 2,432 90 18,386 12 60 8,320 99 81,920 17 100 9,33262 157,970 00
21 5,109 09 19,708 34 61 5,075 80 83,705 50 101 942595 159,974 33
22 1,124 00 21,050 77 62 3,147 00 85,497 90 102 9,61447 161,98293
23 2,58520 22,412 49 63 1,982 61 87,297 24 103 9,90290 163,99576
24 6,204 48 23,792 71 64 1,268 87 89,103 42 104 1,02990 166,012 80
25 1,551 12 25,190 65 65 8,247 65 90,916 33 105 1,08140 168,033 99
26 4,032 91 26,605 62 66 5,443 45 92,735 87 106 1,146 28 170,059 29
27 1,088 89 28,036 98 67 3,647 11 94,561 95 107 1,226 52 172,088 67
28 3,048 88 29,484 14 68 2,480 04 96,394 46 108 1,324 64 174,122 10
29 8,841 76 30,946 54 69 1,711 22 98,233 31 109 1,443 86 176,159 53
30 2,652 53 32,423 66 70 1,197 86 100,078 41 110 1,58825 178,20092
31 8,222 84 3391502 71 8,504 79 101,929 66 111 1,762 95 180,246 24
32 2,631 31 35,420 17 72 6.12345 103 787 00 112 1,974 51 182,295 46
33 8,683 32 36,938 69 73 4,470 12 105,650 32 113 2,23119 184,348 54
34 2,952 33 38,470 16 14 3,307 89 107,519 55 114 2,543 56 186,405 44
35 1,033 31 40,014 23 75 2,48091 109,394 61 115 2,92509 188,466 14
36 3,719 93 41,570 54 76 1,88549 111,275 43 116 3,393 11 190,530 60
37 1,376 38 43,138 74 77 1,451 83 113,161 ¢2 117 3,969 94 192,598 78
38 5,230 23 44,718 52 78 1,13243 115,054 01 118 4,684 53 194,670 67
39 2,039 79 46,309 59 79 8,946 18 116,951 64 119 5,574 59 196,746 21
40 8,159 15 47,911 65 80 7,156 95 118,854 73 120 6,689 50 198,825 39
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Tablica 2 (cd.)

n nl:10°  logn'=c+m n n:10¢  logn!l=c+m n n:10°  lognl=c+m
121 8,094 30 200,908 18 161 7,590 70 286,880 28 201 1,58520 377,200 08
122 | 9,87504 202,994 54 162 1,229 69 289,089 80 202 3,20211 379,505 44
123 1,214 63 205,084 44 163 2,004 40 291,301 98 203 6,50028 381,81293
124 | 1,506 14 207,177 87 164 3,28722 293,516 83 204 1,326 06 384,122 56
125 1,882 68 209,274 78 165 542391 295,734 31 205 2,71842 386,434 32
126 | 2,37217 211,37515 166 9,003 69 297,954 42 206 559994 388,748 18
127 | 3,01266 213,47895 167 1,503 62 300,177 14 207 1,159 19 391,064 15
128 | 3,85620 215,586 16 168 2,526 08 302,402 45 208 241111  393,38222
129 | 4,97450 217,696 75 169 4,269 07 304,63033 209 5,03922 395,702 36
130 | 6,46686 219,810 69 170 7,25742 306,860 78 210 1,05824 298,024 58
131 8,471 58 221,927 96 171 1,241 02 309,093 78 211 2,23288 400,348 87
132 | 1,11825 224,048 54 172 2,134 55 311,329 31 212 4,733 70 402,675 20
133 1,48727 226,172 39 173 3,692 77 313,567 35 213 1,008 28 405,003 58
134 | 1,99294 228,299 49 174 6,42543 315,807 90 214 2,15772 407,333 99
135 | 2,69047 230,429 83 175 1,124 45 318,050 94 215 4,639 09 409,666 43
136 | 3,65904 232,563 37 176 1,979 03 320,296 45 216 1,002 04 412,000 89
137 | 5,01289 234,700 09 177 3,502 89 322,544 43 217 2,17443 414,337 35
138 | 6,91779 236,839 97 178 6,235 14 324,794 85 218 4,74027 416,675 80
139 | 9,61572 238,982 98 179 1,116 09 327,047 70 219 1,03812 419,016 25
140 | 1,34620 241,129 11 180 2,008 96 329,302 97 220 2,283 86 421,358 67
141 1,898 14 243,278 33 181 3,63622 331,560 65 221 5,047 33 423,703 06
142 | 2,69536 245,430 62 182 6,61792 33382072 222 1,120 51 426,049 41
143 | 3,85437 247,58595 183 1,211 08 336,083 17 223 2,498 73 428,397 72
144 | 5,55029 249,744 32 184 2,22839  338,34799 224 5,597 16 430,747 97
145 | 8,04793 251,905 68 185 4,122 51 340,615 16 225 1,259 36 433,100 15
146 | 1,17500 254,070 04 186 7,667 87 342,884 68 226 2,846 16 435,454 26
147 | 1,72725 256,237 35 187 1,433 89 345,156 52 227 6,460 77 437,810 28
148 | 2,55632 258,407 62 188 2,69572 347,430 67 228 1,473 06 440,168 22
149 | 3,80892 260,580 80 189 5,094 91 349,707 14 229 3,37330 442,528 05
150 | 571338 262,756 89 190 9,68032 351,985 89 230 7,758 59 444,889 78
151 8,62721 264,935 87 191 1,84894 354,266 92 231 1,792 23 447,253 39
152 1 131134 267,117 71 192 3,54997 356,55022 232 4,15798 449618 88
153 | 2,006 34 269,302 41 193 6,851 44 358,83578 233 9,688 10 451,986 24
154 | 3,08977 271,48993 194 1,329 18 361,123 58 234 2,26702 454,35545
155 | 4,789 14 273,680 26 195 2,59190 363,413 62 235 5,32749 456,726 52
156 | 7,471 06 275,873 38 196 5,08012 365705 87 236 1,25729 459,099 43
157 1,17296 278,069 28 197 1,000 78 368,000 34 237 2,97977 461,474 18
158 | 1,85327 280,267 94 198 1,981 55 370,297 01 238 7,091 85 463,85076
159 | 2,946 70 282,469 34 199 3,94329 372,595 86 239 1,69495 466,229 16
160 | 471472 284,673 45 200 7,886 58 374,856 8% 240 4,067 8% 468,609 37

16¢
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Tablica 2 (cd.)

n al:10°  lognl=c+m n nt:10°  logn'=c+m n n:10°  lognt=c+m
241 | 9,80360 470,991 39 261 9,996 81 518,999 86 281 471301 567,673 30
242 2,37247 473,37520 262 2,61916 521,418 16 282 1,329 07 570,123 55
243 | 576511 475,760 81 263 6,888 40 523,838 12 283 3,76126 572,575 33
244 1,406 69 478,148 20 264 1,818 54 526,259 72 284 1,068 20 575,028 65
245 | 3,446 38 480,537 36 265 481913 528,682 97 285 3,044 37 577,483 50
246 8,478 10 482,928 30 266 1,281 89 531,107 85 286 8,706 89 579,939 86
247 2,094 09 485, 2100 267 3,422 64 533,534 36 287 2,498 88 582,397 75
248 | 5,19334 48771545 268 9,172 68 535,962 50 288 7,196 77 584,857 14
249 1,293 14 490,111 65 269 2,46745 538,392 25 289 2,079 87 587,318 04
250 3,23286 492,509 59 270 6,662 11 540,823 61 290 6,03161 589,780 43
251 8,114 47 494,909 26 271 1,80543 543,256 58 291 1,75520 592,244 33
252 | 2,04485 497,310 66 272 491078 545,691 15 292 5,12518 594,709 71
253 5,17346 499,713 78 273 1,340 64 548,127 31 293 1,50163 597,176 58
254 | 1,31406 502,118 61 274 3,67336 550,565 06 294 4,41493 599,644 92
255 | 3,35085 504,52516 275 1,010 17 553,004 40 2935 1,302 41 602,114 75
256 | 8,57818 506,933 40 276 2,788 08 555,445 31 296 3,85512 604,586 04
257 2,204 59 509,343 33 277 7,72298 557,887 79 297 1,144 97 607,058 79
258 | 5,68785 511,75495 278 2,146 99 560,331 83 298 3,41201 609,533 01
259 1,473 15 514,168 25 279 5,990 10 562,777 43 299 1,02019 612,008 68
260 3,83020 516,583 22 280 1,677 23 565,224 59 300 3,060 58 614,485 80
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Tablica 3. Wartosci funkcji wykladniczej exp (—x)

x 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0,00 1, 0,9990 | 0,9980 | 0,9970 | 0,9960 | 0,9950 | 0,9940 | 0,9930 | 0,9920 | 0,9910
0,0 1, 0,9900 | 0,9802 | 0,9704 | 0,9608 | 0,9512 | 0,9418 | 0,9324 | 0,9231 | 0,9139

1 0,9048 | ,8958 | ,8869 | ,8781 | ,8694 | ,8607 | 8521 | ,8437 | 8353 | .8270

2 ,8187 | 8106 | 8025 | ,7945 | ,7866 | ,7788 | 7711 | ,7634 | ,7558 | ,7483

3 7408 | ,7334 | 7261 | 7189 | 7118 | ,7047 | ,6977 | ,6907 | ,6839 | 6771
4 ,6703 | 6637 | ,6570 | ,6505 | ,6440 | ,6376 | ,6313 | ,6250 | ,6188 | ,6126
0,5 0,6065 | 0,6005 | 0,5945 | 0,5886 | 0,5827 | 0,5769 | 0,5712 | 0,5655 | 0,5599 | 0,5543
6 ,5488 | ,5434 | ,5379 | ,5326 | ,5273 | ,5220 | ,5169 | ,5117| ,5066 | ,5016
7 4966 | ,4916 | ,4868 | ,4819 | 4771 | 4724 | 4677 | 4630 | 4584 | 4538
8 A493 | 4449 | 4404 | 4360 | 4317 | 4274 | 4232 | L4190 | 4148 | 4107
9 4066 | ,4025 | ,3985 | ,3946 | ,3906 | ,3867 | ,3829 | ,3791 | ,3753| ,3716
1, 0,3679 | 0,3329 | 0,3012 | 0,2725 | 0,2466 | 0,2231 | 0,2019 | 0,1827 | 0,1653 | 0,1496
2, 1353 | 1225 | L1108 ,1003 | ,0907 | ,0821 | ,0743| ,0672| ,0608 | ,0550
3, 0498 | 0,450 | ,0408 | ,0369 | ,0334 | ,0302 | ,0273| ,0247 1 ,0224| 0202
4, 0183 | L0166 | 0150 0136 | 0123 0111 ] ,0100| 0001 | 0082 0074
5, ,0067 | ,0061 { ,0055 | ,0050 | ,0045 | ,0041 | ,0037 | ,0034| ,0030 | ,0027
6, 0,0025 | 0,0022 | 0,0020 | 0,0018 | 0,0017 | 0,0015 | 0,0014 | 0,0012 | 0,0011 | 0,0010
7, ,0009 | ,0008 | ,0007 [ ,0007 | ,0006 | ,0006| ,0005| ,0005| ,0004| ,0004
8, ,0003 | ,0003 | ,0003 | ,0002 | ,0002| ,0002| ,0002| ,0002| ,0002| 0001
9, ,0001 | 0001 | ,0001 [ ,0001 | ,0001 | ,0001 | ,0001 | ,0001| ,0001] ,0000
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Tablica 4. Wartoéci P(k; A) funkcji rozktadu prawdopodobieristwa Poissona

i A

0,001 0,002 0,003 0,004 0,005 0,006 0,007
0 0,9990 0,9980 0,9970 0,9960 0,9950 0,9940 0,9930
1 ,0%999 ,02200 ,02299 ,02398 ,02498 ,02596 ,02695
2 ,0%1 ,03200 ,05449 05797 ,04124 ,0*179 ,04243
i A

0,008 0,009 0,010 0,020 0,030 0,040 0,050
0 0,9920 0,9910 0,9900 0,9802 0,9704 0,9608 0,9512
1 L02794 ,02892 ,02990 ,0196 ,0291 ,0384 ,0476
2 ,0%317 ,04401 ,0%495 ,0*196 ,03437 ,03769 02119
3 — - - ,05131 ,0%437 ,04102 ,04198
k A . ”

0,06 0,07 0,08 0,09 0,10 0,20 0,30
0 09418 0,9324 0,9231 09130 0,9018 0,8187 0,7408
1 ,0565 ,0653 L0738 ,0823 ,0905 ,1637 2222
2 02170 ,02228 ,02295 ,02370 ,02452 ,0164 L0333
3 ,0%339 L0533 ,04788 03111 ,03151 ,02109 ,02333
4 0,51 ,0593 ,05158 ,05250 ,03377 ,04546 ,03250
5 - — - - — ,03218 ,04150
X A

0,4 0.5 0,6 0,7 0,8 0,9 1,0

0 0,6703 0,6065 0,5488 0,4966 0,4493 0,4066 0,3679
1 ,2681 ,3033 ,3293 ,3476 ,3595 ,3659 ,3679
2 ,0536 ,0758 ,0988 ,1217 ,1438 ,1647 ,1839
3 ,02715 ,0126 ,0198 ,0284 ,0383 ,0494 ,0613
4 ,03715 ,02158 ,0%296 ,02497 02767 ,0111 ,0153
5 ,04572 ,03158 ,03356 ,03696 ,0%123 ,02200 ,02307
6 ,0%381 ,0%132 ,04356 L04811 ,0%164 ,03300 ,03511
7 - ,0%1 ,0%305 ,03811 ,0*187 L0386 ,04730
8 - - - ,061 ,05187 ,0%434 ,0%912
9 - — - - — — ,08101
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Tablica 4 (cd.)

M= O W e 10N R W

[T S )

2

* 11 1,2 1,3 1,4 1,5 16 | 1,7 | 18 1,9 2,0
0 [0,332871 10,301194 [0,272532 0,246597 |0,223130 |0,201897 |0,182684 |0,165299 |0,149569 |0,135335
1 366158 | ,361433 | ,354291 | ,345236 | ,334695 | ,323034 | ,310562| ,297538 | ,284180 ,270671
2

, 201387 | ,216860| ,230289 | ,241665 | ,251021 | ,258428 | ,263978 | ,267784 | ,269971 | ,270671
,073842 1 ,086744 | ,099792| ,112777| ,125510| ,137828 | ,149587 | ,160671 | ,170982
,020307 | ,026023 | ,032432 | ,039472 | ,047067 | ,055131| ,063575| ,072302 ,081216| ,090224
,004467 | ,006246 | ,008432| ,011052| ,014120| ,017642| ,021615 | ,026029 | ,030862 | ,036089
,000819 | ,001249 | ,001827 | ,002579 | ,003530 | ,004705 | ,006124 | ,007809 | ,009773 | ,012030
,000129 | ,000214 | ,000339; ,000516 ,000756 | ,001075| ,001487 | ,002008 | ,002653 | ,003437
,000018 | ,000032 | ,000055 | ,000090 | ,000142; ,000215| ,000316| ,000452| ,000630 | ,000859

NANNNY nnnnnA NNNNNG nnnnt A NN A NNANN1T e nnnnNean NNONON NANT 2L nnn1at
SUUIL SUJUJUS » UV O d]UUVL JWVUIULY yYWUIUU 20 SYUUUVUY SJSUTUUV IV PRV NV S pu ) JUUVL T

- ,000001 | ,000001 | ,000002; ,000004 | ,000006| ,000010| ,000016 ,000025 | ,000038
- - - - - ,000001 | ,000002 { ,000003 | ,000004 | ,000007

NNANNMn1 NN
- - - - - HSUUUUUI JUUUUJL

®

21 | 22 | 2.3 ] 2.4 | 2,5 2,6 2.7 2,8 2,9 3,0

!
L

L

-;:;:E\QOO\IG\U!AWWNt—-O

ey
W

0,122456 10,110803 {0,100259 |0,090718 |0,082085 0,074274 |0,067206 ]0,060810 {0,055023 [0,049787
, 257159 | ,243767| ,230595) ,217723 | ,205212 | ,193111 | ,181455| ,170268 } ,159567 | ,14936]
,270016 | ,268144 | 265185 | ,261268 | ,256516| ,251045 ! ,244964 | ,238375; ,231373 | ,224042
,189012 | ,196639 | ,203308 | ,209014 | ,213763 | ,217572 | ,220468 | ,222484 | ,223660 | ,224042
,099231| ,108151 | ,116902) ,125409 | ,133602 | ,141422| ,148816 | ,155739| ,162154 ,168031
,041677 | 047587 ,053775| ,060196| ,066801 | ,073539 | ,080360 | ,087214| ,094049 | ,100819
,014587 | ,017448 | ,020614 | ,024078 | ,027834 ,031867; ,036162 | ,040700| ,045457; ,050409
,004376 | ,005484 | ,006773 | ,008255| ,009941 | ,011836| ,013948 | ,016280 | ,018832 | ,021604
,001149 | ,001508 | ,001947 | ,002477 | ,003106 | ,003847 | ,004708 | ,005698 | ,006827 | ,008102
,000268 | ,000369 | ,000498 | ,000660 | ,000863| ,001111; ,001412| ,001773| ,002200 | ,002701
,000056 | ,000081 | ,000114 | ,000158| ,000216 ,000289 | ,000381| ,000496) ,0006381 ,000810
,000011 1 ,000016| ,000024 | ,000035| ,000049 | ,000068 | ,000094 | ,000126| ,000168 | ,000221
,000002 | ,000003 | ,000005| ,000007 | ,000010| ,000015| ,000021 | ,000029 | ,000041 | ,000055
- ,000001 | ,000001 | ,000001 | ,000002 | ,000003 | ,000004| ,000006 | ,000009 | ,000013
- — - — - ,000001 1 ,000001 | ,000001 ! 000002 000003
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A
x 3.1 32 3,3 3.4 3,5 36 3,7 38 39 4,0
0 [0,045049 [0,040762 [0,036883 0,033373 [0,030197 [0,027324 |0,024724 [0,022371 0,020242 [0,018316
1 139653 | ,130439 | ,121714 113469 | ,105691 | 098365 | ,091477| ,085009 | ,078943 | 073263
2| ,216461| ,208702 | ,200829 | ,192898 | ,184959 | ,177058 | ,169233 | ,161517 | .153940| 146525
3 223677| ,222616| ,220912| ,218617 | ,215785 | ,212469 | ,208720 | ,204588 | 200122 .195367
4 | ,173350| ,178093| ,182252 ,185825 | 188812 ,191222 | ,193066 | ,194359 | .195119 | 195367
5 | ,107477) ;1139791 ,120286 | ,126361| ,132169 | ,137680| ,142868 | ,147713 | 152193 | .156293
6 | ,055530, ,060789 | 066158 | ,071604 | 077098 | 082608 | ,088102 | 0,93551 | 098925 | .104196
7 | .024592| 027789 | ,031189 | ,034779 | 038549 | 042484 | ,046568 | ,050785 | 055115 | 059540
8 | ,009529] ,011116| ,012865| ,014781| ,016865 | ,019118 | ,021538 | ,024123 | 026869 | 029770
9 | ,003282| ,003952| 004717 | 005584 | ,006559 | 007647 | ,008854 | ,010185 | 011643 | 013231
10 | ,001018| ,001265 | ,001557 | 001899 | ,002296 | ,002753 | 003276 | ,003870 | 004541 | 005292
11 ,000287 | ,000368 | ,000467 | ,000587 | ,000730 | ,000901 | ,001102| ,001337| .001610| 001925
12 | ,000074/ ,000098 | ,000128 | ,000166 | 000213 | ,000270 | ,000340 | ,000423 | 000523 | .000642
13 ,000018 | ,000024 | ,000033 | ,000043 | ,000057 | ,000075| ,000097 | ,000124 | .000157| 000197
14 | ,000004| 000006 000008 [ ,000011 | ,000014| 000015 | ,000026 | ,000034 | 000044 000056
15 | ,000001 | ,000001 | ,000002 | ,000002 | 000003 | 000005 | ,000006 | ,000009 | .000011| 000015
16 _ — — 1 ,000001 | ,000001 | ,000001 | ,000001 | ,000002 | ,000003 | .000004
17 - - _ —~ ~ _ - — | ,000001 | 000001
A

* 41 42 43 44 4,5 4.6 4.7 4.8 4.9 5,0
0 |0,016573 |0,014996 [0,013569 |0,012277 |0,011109 [0,010052 |0,009095 |0,008230 [0,007447 [0.006738
1 067948 | ,062981 | 058345 | ,054020 | ,049990 | 046238 | ,042748 | ,039503 | 036488 | 033690
2 |,139293| 132261 ] ,125441| 118845 ,112479| ,106348 | ,100457| 004807 | 080396 ! 084224
3 |,190368| ,185165| ,179799| ,174305 | ,168718 | ,163068 | ,157383 | 151691 | 146014 140374
4 |,195127| ,194424 | ,193284| ,191736 | ,189808 | ,187528 | ,184925 | ;182029 | .178867| 175467
5 160004 | 163316 | ,166224 | ,168728 | ,170827 | ,172525 | ,173830 | 174748 | .175290| 175467
6 | ,109336( ,114321| ,119127| ,123734 | ,128120 | ,132270 | ,136167| 139798 | .143153 | 146223
7 064040 | ,068593 | ,073178( ,077775 | 082363 | ,086920| ,091426| ,095862 | .100207| 104445
8 | ,032820( 036011 ,039333| 042776 | ,046329 | ,049979| ,053713 | 057517 | .061377| 065278
9 | ,014951 | ,016805| ,018793 | ,020913 | 023165 | ,025545 | ,028050 | ,030676 | .033416| 036266
10 | ,006130] ,007058 | ,008081| ,009202 | ,010424 | ,011751 | ,013184 | ,014724| 016374 | 018133
11 002285 ,002695 | ,003159| ,003681 | 004264 | 004914 | ,005633 | 006425 | 007204 | 008242
12| ,000781 | ,000943| 001132 ,001350 001599 | ,001884 | ,002206 | 002570 | 002978 | 003434
13 ,000246 | 000305 | 000374 | ,000457 | 000554 | 000667 | ,000798 | ,000949 | 001123 | 001321
14 | ,000072| ,000091| ,000115| ,000144 | 000178 | ,000219| ,000268 | ,000325| 000393 | 000472
15 | ,000020 | ,000026 | ,000033 { ,000042 | 000053 | ,000067 | ,000084 | .000104 | .000128| 000157
16 | 000005 ,000007 | ,000009| 000012 ,000015| ,000019| ,000025 | .000031| 000039 | 000049
17 |,000001 | ,000002 | ,000002 | ,000003 | ,000004 | ,000005 | ,000007 | .000009| 000011 | 000014
18 - — | ,000001 | ,000001 | ,000001 | ,000001 | ,000002 | ,000002 | .000003| 000004
19 - - _ - - — — | ,000001 | ,00000t | ,000001
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Tablica 5. Dystrybuanta rozkladu normalnego N(0, 1)

1
1

x
~

&(x)= _J exp(—4u) du
\/211:_00
x 000 | 001 | 002 | 003 | 004 | 005 | 006 | 007 | 008 | 0,09
00 [0,5000 [0,5040 [0.5080 [0,5120 [0.5160 [0,5199 [0,5239 [0.5279 [0,5319 |0.5359
01 |,5398 |.5438 | sa78 |,5517 |,5557 |,5596 |.5636 | ,5675 |.s714 | .5753
02 |.,5793 |,s832 |,861 |,5910 |,s948 |,5987 |,6026 | .6064 | 6103 | 6141
03 |,6179 |,6217 | ,6255 | ,6293 |,6331 | .6368 |,6406 | 6443 | 6480 | .6517
0,4 ,6554 ,6591 ,6628 ,6664 ,6700 ,6736 ,6772 L6808 ,6844 L6879
0,5 [0,6915 [0,6950 [0,6985 [0,7019 [0,7054 [0,7088 [0,7123 [0,7157 07190 l0,7224
06 |,7257 |,7291 |.,7324 |.,7357 | 7389 |,7422 | .,7454¢ | 7486 |.,7517 | ,7549
07 |,7580 |,7611 |,7642 | 7673 | 7703 |.,7734¢ | ,7764 | 7794 | 7823 | 1852
08 |.,7881 |,7910 |,7939 |,7967 |.,7995 |.,8023 |.,8051 | 8078 |.s106 | .8133
09 |,8159 |.8186 |,8212 |,8238 |,8264 |.,8289 |.8315 | ,8340 | .8365 | .8389
1,0 [0,8413 [0,8438 [0,8461 [0,8485 [0,8508 [0,8531 10,8554 [0,8577 10,8599 [0,8621
1,1 | ,8643 | ,8665 | .,8686 |,8708 |.8720 | ,8749 | .8770 | 8790 | .8810 | .8830
1,2 | ,8849 |,8869 |,8888 |,8007 |.,8925 | .8944 | ,8962 | 8980 | ,8997 | 90147
1,3 | ,90320 | ,90490 | 90658 | ,90824 | ,90988 | ,91149 | ,91309 | 91466 | 91621 | 91774
1,4 §,91924 | 92073 | ,92220 | ,92354 | ,92507 | 92647 | ,92785 | 92922 | ,93056 | ,93189
1,5 1093319 |0,93448 [0,93574 [0.93699 [0,93822 [0,93943 [0,94062 [0,94179 [0,94295 l0.94408
1,6 | ,94520 | ,94630 | ;94738 | ,94845 | ,94950 | 95053 |,95154 | 95254 | 95352 | 95449
1,7 | ,95543 | 95637 | 95728 | ,95818 | 95907 | ,95994 | ,96080 | 96164 | 96246 | 96327
1,8 | ,96407 | 96485 | 96562 | 96638 | 96712 | ,96784 | ,96856 | 96926 | ,96995 | .97062
1,9 | ,97128 | 97193 | 97257 | ,97320 | ,97381 | ,97441 | ,97500 | 97558 | 97615 | 97670
2,0  [0,97725 [0,97778 [0,97831 [0,97882 [0,97932 10,97982 [0,98030 [0,98077 [0.98124 |0.98169
2,1 | ,98214 | 98257 | 98300 | ,98341 | 98382 | 98422 | ,98461 | 98500 | 98537 | 98574
22 | ,98610 | ,98645 | 98679 | ,98713 | ,98745 | 98778 | ,98809 | 98840 | 98870 | 98899
2.3 ,98928 ,98956 ,98983 ,920097 ,920358 | ,9%0613 ,920863 971106 | 921344 | ,921576
2,4 | ,921802| ,922024 | 922240 | ,922451 | 922656 | ,922857| ,923053] 923244 | 923431 | 923613
2,5 0,923790 (0,923963 |0,924132 |0,924297 |0,924457 |0,924614 |0,9%4766 0,924915 |0,925060 10,925201
2,6 975339 | ,925473 ,925604 | ,925731 | ,925844 ,925975 ,926093 926207 | ,9%6319 926427
2,7 | ,9%6533 | 926636 | ,9%6736 | ,926833 | 926928 | 927020 ,927110| 927197 | 927282 | 977365
2.8 927445 | ,927523| ,927599( ,927673 | 927744 ,927814 ,927882 ,927948 | ,928012 | ,928074
2,9 | ,978134| 928193 | ,928250 | ,928305 | ,928350 | ,928411| ,928462 | 928511 | ,928559 | 928605
3,0 0,928650 [0,928694 [0,978736 |0,928777 |0,928817 [0,928856 [0,928893 [0,928930 [0,928965 |0,928999
3,1 930324 | ,920646 | ,9%0957 | ,9°1260 ,931553 | ,9%1836 ,932112 ,932378 | ,9%2636 | ,942886
3,2 ,933129 ,9%3363 | ,923590 | 933810 ,924002 | ,934230 | ,9%4429 934623 | ,934810§ ,93499]
33 , 935166 | ,9%5335| ,9°5499 | ,935658 ,935811 | ,9%5959 | ,9%6103 936242 | 936376 | ,936505
3,4 ,936631 ,9267521 ,9%6869 | ,9%6982 ,937091 1 ,937197 1 ,9°7299( 927398 | ,937493 ,937585
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