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TEORIA MOCY ZBIORÓW

I. Zbiory równoliczne

Def.: Zbiory X i Y nazywamy równolicznymi jeśli istnieje funkcja różnowartościowa f: X ( Y przekształcająca X na Y. Innymi słowy, f jest bijekcją. Fakt ten piszemy:









X ( Y.
Przykłady:

1. Jeśli X i Y są skończone to X ( Y wtt, gdy zbiory X i Y mają tyle samo elementów. t.j. card(X) = card (Y).

2. X = N, Y – zbiór wszystkich liczb parzystych, wówczas 
                                      X ( Y
a funkcja f ma postać: f(n) = 2n dla każdego n(N.

3. X = N, Y – zbiór wszystkich liczb nieparzystych, wówczas 
                                      X ( Y
a funkcja f ma postać: f(n) = 2n+1 dla każdego n(N.

Własności:

1. X ( X dla każdego zbioru X

2. Jeśli X ( Y  to Y ( X
3. (X ( Y) i (Y ( Z) to (X ( Z)
( jest więc relacją równoważności dla danej rodziny zbiorów.

II. Moc zbiorów

- Każdemu zbiorowi X przyporządkowany jest pewien przedmiot zwany liczbą kardynalną lub mocą oznaczoną przez 
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.


- Dwom zbiorom X i Y przyporządkowana jest ta sama liczba kardynalna wtt, gdy X ( Y.






(
[image: image2.wmf]X

 = 
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)  ( (X ( Y).


- Jeśli X jest skończony, to 
[image: image4.wmf]X

 = card(X)


- 
[image: image5.wmf]f

 = 0.

II. Zbiory przeliczalne

· Zbiorem przeliczalnym nazywamy zbiór skończony lub równoliczny ze zbiorem N liczb naturalnych.

Własności:

1. Zbiór A ( ( jest przeliczalny wtt, gdy jest on zbiorem wyrazów pewnego ciągu nieskończonego, tj. istnieje funkcja f:







f: N ( A.

2. Podzbiór zbioru przeliczalnego jest zbiorem przeliczalnym.

3. Suma dwóch zbiorów przeliczalnych jest zbiorem przeliczalnym.

4. Suma dowolnej skończonej liczby zbiorów przeliczalnych jest zbiorem przeliczalnym.

5. Zbiór Z wszystkich liczb całkowitych jest zbiorem przeliczalnym.

6. Produkt kartezjański dwóch zbiorów przeliczalnych jest zbiorem przeliczalnym.

7. Zbiór Q wszystkich liczb wymiernych jest zbiorem przeliczalnym.

8. Jeśli zbiory A1, …, An są przeliczalne, to produkt 

A1 ( …( An 

jest również zbiorem przeliczalnym.

9. Dla każdej przeliczalnej indeksowanej rodziny zbiorów




{A1, …, An, …}

takiej, że An jest zbiorem przeliczalnym dla każdego n(N, suma 
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jest zbiorem przeliczalnym.

10. Zbiór wszystkich ciągów skończonych o wyrazach należących do ustalonego zbioru przeliczalnego jest zbiorem przeliczalnym.

11. Zbiór wszystkich wielomianów jednej zmiennej o współczynnikach wymiernych jest przeliczalny.

12. Zbiór wszystkich liczb algebraicznych jest przeliczalny.

(Liczby algebraiczne to są pierwiastki wielomianów w współczynnikach wymiernych)

II. Zbiory nieprzeliczalne

Nieprzeliczalnym nazywamy zbiór, który nie jest przeliczalny.

Własności:

1. Zbiór liczba rzeczywistych z przedziału [0, 1] jest zbiorem nieprzeliczalnym. 

2. Jeśli zbiór A jest nieprzeliczalny i A ( B, to B także jest zbiorem nieprzeliczalnym.

3. Zbiór R wszystkich liczb rzeczywistych jest zbiorem przeliczalnym.

4. Zbiór wszystkich liczb niewymiernych jest zbiorem nieprzeliczalnym.

5. Zbiór wszystkich liczb przestępnych jest zbiorem nieprzeliczalnym

III. Nie równości dla liczb kardynalnych

Niech A i B są dowolnymi zbiorami i
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gdzie m i  n są liczbami kardynalnymi.

· Przyjmujemy, że liczba kardynalna m nie jest większa od liczby kardynalnej n, jeśli zbiór A jest równoliczny z pewnym podzbiorem zbioru B. Piszemy:

m ( n

· Jeśli m ( n i m ( n to mówimy, że liczba kardynalna m jest mniejsza niż n:

m < n

·                              
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Oznaczenie:             
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= (0 (alef zero) 

oraz                          
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 = c (continuum)

czyli 










(0 < c

· Dla dowolnych zbiorów A, B i C:
jeśli A ( B ( C i 
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 = 
[image: image14.wmf]C

  to   
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IV. Zbiory mocy continum

1. Przedział otwarty (
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) jest zbiorem mocy continuum.

2. Każdy przedział otwarty (a, b) dla a, b ( R i a < b jest zbiorem mocy continuum.

3. Każdy przedział domknięty [a, b] dla a, b ( R i a < b jest zbiorem mocy continuum.

4. Jeśli A jest zbiorem mocy continuum i B jest przeliczalnym podzbiorem zbioru A, to różnica A\B jest zbiorem mocy continuum.

5. Zbiór wszystkich liczb niewymiernych jest zbiorem mocy continuum.

6. Zbiór wszystkich liczb niewymiernych dowolnego i niepustego przedziału jest zbiorem mocy continuum.

7. Zbiór wszystkich liczb przestępnych jest mocy continuum.

8. Zbiór wszystkich funkcji 










f: N ( {0, 1}

jest mocy continuum.

9. Zbiór wszystkich ciągów o wyrazach naturalnych jest mocy continuum.

10. Hipoteza Continuum: Czy każdy podzbiór zbioru R jest albo przeliczalny, albo mocy continuum?

III. Zbiór potęgowy

Przez YX oznaczamy zbiór wszystkich funkcji










f: X ( Y

czyli  {0, 1}X oznacza zbiór wszystkich funkcji










f: X ( {0, 1}

1. Dla każdego zbioru X zbiór wszystkich podzbiorów zbioru X jest równoliczny ze zbiorem {0, 1}X.

2. Zbiór wszystkich podzbiorów zbioru N jest mocy continuum, tj.                                     
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3. Jeśli  
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 = (0 to 
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4. Dla każdego zbioru A mocy (0 zachodzi nierówność:
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5. Twierdzenie Cantora:  Dla każdego zbioru A zachodzi nierówność:
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